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ReÂ sumeÂ

Chaque bilan, de masse, de forces et d'eÂ nergie, est eÂ crit par uniteÂ de masse du ¯uide. La continuiteÂ introduit un
nouveau parameÁ tre Y � ln U

Ur
appeleÂ ici parameÁ tre de variation volumique, U est le volume massique, Ur une valeur

de reÂ feÂ rence constante. Si jYj < ln 2, ce parameÁ tre conduit aÁ un deÂ coupage des eÂ quations de bilan en deux eÂ quations
distinctes. La premieÁ re eÂ quation est invariable en eÂ criture par rapport aÁ une situation incompressible; en particulier
l'ordre de correÂ lation des termes des eÂ quations reste inchangeÂ . La deuxieÁ me eÂ quation est directement lieÂ e aÁ la

variation de volume. Si la loi d'eÂ tat des gaz parfaits est appliqueÂ e, la pression n'est plus une variable du systeÁ me.
Une classi®cation des eÂ coulements donne les di�eÂ rents cas qui autorisent l'utilisation de ce deÂ coupage. 7 2000
Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

Abstract

Each budget, of mass, forces and energy, is written per unit of mass of the ¯uid. Then, continuity introduces a
new parameter Y � ln U

Ur
, called the parameter of volume variation, U is the mass volume, Ur a constant value of

reference. When jYj < ln 2, this parameter, taken as a new variable, led to a budget separated into two distinct
equations. The ®rst equation is invariable in writing compared to an incompressible situation; in particular the order

of correlation in these equations remains unchanged. The second equation is directly related to the volume
variation. If the law of state of perfect gas is applied, the pressure is not any more a variable for the system. A
¯ows classi®cation gives the di�erent cases, which permits the use of this separation. 7 2000 Elsevier Science Ltd.

All rights reserved.

1. Introduction

Les eÂ coulements naturels ou industriels preÂ sentent

geÂ neÂ ralement un grand nombre de complexiteÂ s tant

sur le plan de l'environnement ou con®nement que
sur celui du comportement physique meÃ me des gaz
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(eÂ coulements atmospheÂ riques, traitements des gaz
industriels, climatisation, combustion, avionique . . . ).

La variation de la densiteÂ , due aÁ la dynamique, aÁ

la thermique ou aux proprieÂ teÂ s de meÂ lange des con-

stituants est au cúur de la complexiteÂ physique.

Ainsi la maiÃ trise de la physique des eÂ coulements,

compte tenu des milieux environnants, reste un

enjeu capital pour la qualiteÂ et la seÂ curiteÂ des pro-
cessus industriels (ou naturels) et pour la gestion de

la consommation d'eÂ nergie de ces meÃ mes processus.

L'approche proposeÂ e ici est deÂ veloppeÂ e dans un

objectif d'applicabiliteÂ avec une meilleure appreÂ hen-

sion des pheÂ nomeÁ nes physiques dominants.

En eÂ coulements subsoniques aÁ faible vitesse les

¯uides gazeux sont le plus souvent supposeÂ s incom-
pressibles. Quand le volume speÂ ci®que varie par

e�et thermique ou par e�et de meÂ langes de gaz, il

est d'usage de conserver l'hypotheÁ se d'incompressibi-

liteÂ par la condition de nulliteÂ de la divergence de

la vitesse, les variations de volume speÂ ci®que sont
alors prises en compte moyennant certaines hypoth-

eÁ ses simpli®catrices suppleÂ mentaires dont les plus

connues sont les hypotheÁ ses de Boussinesq [1,2]. Ces
approximations sont justi®eÂ es pour diverses appli-

cations [3±6] et sont geÂ neÂ raliseÂ es en utilisant des deÂ -

compositions approchant les variations de masse

volumique [7,8]. Une eÂ quation de Poisson sur la

pression, qui n'est justi®eÂ e que si la divergence de
la vitesse est e�ectivement neÂ gligeable par rapport

aux termes conserveÂ s, est ainsi couramment utiliseÂ e

pour deÂ duire les e�ets des termes de pression.

Or les expeÂ riences et les modeÂ lisations numeÂ riques

montrent que les eÂ coulements de grandes dimensions

en convection libre ou en convection mixte sont tels

qu'il n'est pas justi®able a priori de neÂ gliger la
divergence de la vitesse [9±11]. De meÃ me, la prise

en compte d'e�ets de variation volumique `non

Boussinesq' montre que les structures turbulentes

des champs cineÂ matiques et thermiques peuvent dif-

feÂ rer notablement [12,13].

L'augmentation du degreÂ des correÂ lations due aÁ

la variation de masse volumique, pour les eÂ coule-
ments turbulents a conduit divers auteurs aÁ propo-

ser une reÂ duction du degreÂ des correÂ lations par une

Nomenclature

A action volumique exteÂ rieure
cv chaleur massique aÁ volume

constant

cP chaleur massique aÁ pression
constante

D di�usiviteÂ d'un des constitu-

ants du meÂ lange
D di�usiviteÂ d'un des constitu-

ants du meÂ lange, pondeÂ reÂ e,

D � D=r
��D tenseur des taux de deÂ for-

mations
~J action surfacique exteÂ rieure

geÂ neÂ raliseÂ e
~J action surfacique exteÂ rieure

geÂ neÂ raliseÂ e, pondeÂ reÂ e ~J �
~J=r � U � ~J

k conductibiliteÂ thermique
Ma nombre de Mach

Q ¯ux de chaleur surfacique,
Q � Q=r � UQ

P pression

Ra rayonnement massique
r constante des gaz parfaits

relative aÁ sa masse molaire
T tempeÂ rature

t variable temps
~U vecteur vitesse
U volume speÂ ci®que, U � 1=r

Ur volume speÂ ci®que de reÂ feÂ r-
ence, constant

a di�usiviteÂ thermique, a �
k=rcP

g � cP=cv

D, Dr � rÿ rr,

DU � UÿUr

e � ÿ�1ÿYÿUr=U�
Y parameÁ tre de variation volu-

mique, Y � ln�U=Ur�
Y�n� valeur de Y deÂ ®nie par un

deÂ veloppement en seÂ rie aÁ

l'ordre n, n entier ®ni

m � rn viscositeÂ dynamique
n viscositeÂ cineÂ matique
r masse volumique

rr masse volumique de reÂ feÂ r-
ence, constante

ÅÅS tenseur des contraintes
��S tenseur des contraintes `cineÂ -

matiques', ��S � ÅÅS=r � U ÅÅS
��t tenseur des contraintes cineÂ -

matiques de viscositeÂ

C grandeur physique geÂ neÂ rali-
seÂ e dont on eÂ crit le bilan
massique

( )0 reÂ feÂ rence aÁ un eÂ tat adiaba-
tique au repos, conditions
d'arreÃ t (reÂ servoir, paroi)
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pondeÂ ration [14±16]. On citera en particulier les tra-
vaux de A. Favre qui propose une statistique pon-

deÂ reÂ e par la masse volumique, systeÂ matique pour
toutes les grandeurs physiques des bilans [16±20].
Cette proposition permet de corriger les di�culteÂ s

d'une observation «volumique» lorsque le volume
est variable mais elle rend plus complexe les gran-
deurs cineÂ matiques, la grandeur transporteÂ e n'est

pas di�eÂ rencieÂ e de son deÂ placement. La moyenne de
Favre a eÂ teÂ exploiteÂ e sur le plan expeÂ rimental et sur
le plan de la simulation numeÂ rique; on citera en

particulier E. Ru�n et al. [21] et M. Germano [22].
Une alternative aÁ cette eÂ criture aÁ eÂ teÂ apporteÂ e par
P. Chassaing [23,24] (voir aussi H. Ha Minh et al.
[25]) qui preÂ sente les correÂ lations avec les ¯uctu-

ations de masse volumique de fac° on explicite et
donne des relations exactes pour les deÂ duire des
correÂ lations d'ordre 2 associeÂ es [26]. ReÂ cemment

l'introduction de la notion d'inhomogeÂ neÂ iteÂ massique
pour un eÂ coulement cineÂ matiquement homogeÁ ne a
conduit P. Chassaing et al. [27,28] aÁ deÂ velopper par

simulation numeÂ rique directe une eÂ tude approfondie
du roÃ le de la variation de la masse volumique sur
les meÂ canismes usuellement deÂ crits en turbulence

homogeÁ ne compressible.
Une deÂ marche nouvelle est proposeÂ e ici. Tous les

termes des eÂ quations geÂ neÂ rales de bilan sont pris en
compte, mais il est rechercheÂ un deÂ coupage entre les eÂ l-

eÂ ments du bilan, par une eÂ criture permettant d'isoler le
terme de la divergence de la vitesse pour lequel aucune
hypotheÁ se n'est avanceÂ e. Il n'est proposeÂ aucune ap-

proximation a priori sur les termes des eÂ quations de
sorte que l'analyse est conduite ici sans autre restric-
tion que l'appartenance au domaine de validiteÂ des

bilans formuleÂ s. En®n, la logique des raisonnements
conduit aÁ ne pas limiter l'eÂ tude aux seuls eÂ coulements
subsoniques.

2. Analyse

Le bilan inteÂ gral est e�ectueÂ pour un domaine con-
stant de matieÁ re, et non pour un volume qui par deÂ ®-

nition est variable. En e�et, quand le volume est
variable il n'est plus possible de faire reÂ feÂ rence aÁ un
volume eÂ leÂ mentaire d'eÂ chelle macroscopique. La parti-
cule ¯uide est donc repeÂ reÂ e par sa masse dm, constante

et dont la sommation sur le domaine d'observation
donne la masse m consideÂ reÂ e. Une eÂ criture geÂ neÂ raliseÂ e
de bilan est utiliseÂ e pour une masse m de ¯uide. Le

bilan s'exprime en eÂ crivant que le taux de variation de
la somme sur la masse m des grandeurs physiques C
attacheÂ es aÁ un eÂ leÂ ment de matieÁ re dm �� r dv� est eÂ gale
aÁ la somme des actions massiques exteÂ rieures A pour
chacun des eÂ leÂ ments de matieÁ re dm, ajouteÂ e de la
somme des actions surfaciques ~J des eÂ leÂ ments de sur-

face constituant l'enveloppe de la masse m totale du
¯uide consideÂ reÂ . Cette eÂ criture est geÂ neÂ rique, C peut

eÃ tre un scalaire (alors A est un scalaire et ~J est un
vecteur) pour le bilan de masse et le bilan d'eÂ nergie, C
peut eÃ tre un vecteur (alors A est un vecteur et ~J est

un tenseur) pour le bilan des forces, C peut eÃ tre un
tenseur (alors A est un tenseur et ~J est un tenseur
d'ordre n + 1, si C et A sont d'ordre n ) pour le bilan

des tensions.

d

dt

�
m

C dm �
�
m

A dm�
�
S

~J � ~n ds

Ce bilan inteÂ gral est reÂ duit aÁ un bilan pour un eÂ leÂ ment
quelconque de ¯uide de masse dm, suivant:

d

dt
CÿAÿU div ~J � 0 �1�

ouÁ U est le volume speÂ ci®que �U � 1=r), div ~J est un

scalaire, un vecteur ou un tenseur suivant la nature de
~J, les notations ne sont pas di�eÂ rencieÂ es dans la for-
mulation geÂ neÂ rique, on conserve celles usiteÂ es pour C
scalaire; il en sera de meÃ me pour la notation grad4 . Les
grandeurs physiques attacheÂ es aÁ l'eÂ leÂ ment de masse dm
sont appeleÂ es grandeurs speÂ ci®ques (ou massiques).
Le volume speÂ ci®que est la grandeur qui s'associe

naturellement aÁ l'eÂ leÂ ment de masse dm pour lui con-
feÂ rer une distribution volumique, l'eÂ quation (1) met
alors en eÂ vidence un eÂ quilibre du degreÂ des correÂ lations

des termes (ordre n et n + 1) par rapport aÁ ce que
produisait l'eÂ criture par eÂ leÂ ment de volume (aÁ proprieÂ teÂ

physique constante, ordre n, n + 1, n + 2). Les meÂ ca-

nismes massiques sont observeÂ s de fac° on inchangeÂ e,
que le volume soit ou non variable, la di�eÂ rence entre
ces deux situations est focaliseÂ e sur les ¯ux surfaciques.
De meÃ me que A. Favre fondait la pondeÂ ration par

la masse sur l'eÂ quation de continuiteÂ , dont il reÂ duisait
l'ordre statistique, il sera introduit ici une nouvelle
variable pour reÂ duire l'ordre des correÂ lations. Pour

cela l'eÂ criture par uniteÂ de masse de l'eÂ quation de con-
tinuiteÂ donne

d

dt
Uÿ div ~U � 0 ou

1

U
d

dt
U � d

dt
ln

�
U
Ur

�
� d

dt
Y � div ~U �2�

et introduit [28] le parameÁ tre de variation volumique
Y deÂ ®nit par Y � ln U

Ur
: Il en reÂ sulte l'utilisation d'un

volume speÂ ci®que de reÂ feÂ rence Ur�Pr, Tr� constant, ®ni
et non nul, qui peut eÃ tre deÂ ®ni par une situation initi-
ale ou limite du domaine ¯uide consideÂ reÂ . On re-
marque que l'eÂ quation (2) peut eÃ tre formuleÂ e suivant:
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�1�Y�div ~U � @

@ t
Y� div

ÿ
Y ~U

�
: �2 0�

Les ¯ux surfaciques et les termes de variation de

volume du bilan geÂ neÂ ral (1) sont expliciteÂ s par l'eÂ cri-
ture suivante :

@

@ t
C� div

�
C ~Uÿ ~J

�
ÿAÿC � div ~U� ~J � ~grad Y � 0

�3�

ouÁ sont introduits les actions surfaciques speÂ ci®ques
~J � U ~J et le parameÁ tre de variation volumique Y �
ln U

Ur
:

La divergence de la vitesse peut eÃ tre substitueÂ e au
moyen de l'eÂ quation (2 ') dans l'eÂ quation (3) ce qui

conduit aÁ :

�1�Y�
�
@

@ t
C� div

�
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�

ÿC

�
@

@ t
Y� div

ÿ
Y ~U

��
� �1�Y� ~J � ~grad Y � 0

ou:

�1�Y�
�
@

@ t
C� div

�
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�

ÿ
�
@

@ t
�CY� � div

ÿ
CY ~Uÿ ~JY

�
ÿAY

�

�Y

�
@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�
ÿYC div ~U�Y ~J � ~grad Y � 0

et:

�1� 2Y�
�
@C
@ t
� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�

ÿ
�
@ �CY�
@ t

� div
ÿÿ
C ~Uÿ ~J

�
Y
�
ÿAY

�
ÿYC div ~U�Y ~J � ~grad Y � 0

Utilisant aÁ nouveau l'eÂ quation (2 '), le bilan sera preÂ -

senteÂ sous la forme:

@

@ t
�C�1ÿY�� � div

�ÿ
C ~Uÿ ~J

�
�1ÿY�

�
ÿA�1ÿY� � ÿY

�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y

� �4�

Dans le premier membre de l'eÂ quation (4), apparais-

sent les changements directs des grandeurs physiques
sous l'e�et de la variation de volume, dans le second
membre apparaissent les meÂ canismes de la dilatation.

Cette seÂ paration permet de chercher un seuil aÁ partir
duquel les meÂ canismes de la dilatation deviennent tout

aÁ fait notables.
L'analyse qui suit est meneÂ e pour le cas particulier

des eÂ coulements aÁ faible taux de variation de volume

�jYj < ln 2), plus preÂ ciseÂ ment on formule l'hypotheÁ se
suivante:

HypotheÁ se. On suppose que jYj < ln 2 est tel qu'il
existe une valeur de n entier ®ni pour laquelle un
deÂ veloppement limiteÂ aÁ l'ordre n en
Dr
rr
� rÿrr

rr
� ÿUÿUr

U , permet une repreÂ sentation quasi
exacte de Y pour les opeÂ rateurs de deÂ riveÂ s premieÁ res
temporelles et spatiales de Y:

Cette hypotheÁ se se transcrit dans les eÂ quation sui-
vant:

div ~U � d

dt
Y�n�

et

@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA � C � div ~Uÿ ~J � ~grad Y�n�

avec

Y�n� � ÿln
r
rr

� ÿln

�
1� Dr

rr

�

� ÿDr
rr

� 1

2

�
Dr
rr

� 2

ÿ1
3

�
Dr
rr

�3

� � � � � ÿ 1�n
n

�
Dr
rr

�n

Suivant cette hypotheÁ se, il n'existe pas de terme du

deÂ veloppement au-delaÁ de l'ordre n (en toute rigueur,
l'eÂ galiteÂ impose n41: En d'autres termes cela signi®e
que le seuil rechercheÂ aÁ partir duquel les meÂ canismes

de la dilatation deviennent tout aÁ fait notables corre-
spondrait aÁ la valeur limite de Y autorisant un deÂ vel-
oppement en seÂ rie. Cette proposition va eÃ tre eÂ tayeÂ e par
le raisonnement suivant:

Le deÂ veloppement en puissances de r=rr s'eÂ crit:

1� ln
r
rr

� 1ÿY�n� � ÿ
 
1

2
� 1

3
� 1

4
� � � � � � ÿ 1�2n

n

!

� n
r
rr

ÿ
�
1

2
� 1� 6

4
� � � � � nÿ 1

2!

�
r2

r2r

�
�
1

3
� 1� � � � � �nÿ 1��nÿ 2�

3!

�
r3

r3r

ÿ
�
1

4
� � � � � �nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�

4!

�
r4

r4r

� � � � � � ÿ 1�nÿ1
n

rn

rnr

Compte tenu des identiteÂ s suivantes
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8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

n�nÿ 1�
2

� 1� 2� 3� � � � � �nÿ 1�

n�nÿ 1��nÿ 2�
3

� 2� 1� 3� 2� � � � � �nÿ 1��nÿ 2�
n�nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�

4

� 3� 2� 1� � � � � �nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�
� � �

la relation preÂ ceÂ dente est eÂ crite sous la forme:

1ÿY�n� � ÿ
 
1

2
� 1

3
� 1

4
� � � � � � ÿ 1�2n

n

!

� n
r
rr

ÿ 1

2

�
n�nÿ 1�

2!

�
r2

r2r

� 1

3

�
n�nÿ 1��nÿ 2�

3!

�
r3

r3r

ÿ 1

4

�
n�nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�

4!

�
r4

r4r

� � � � � � ÿ 1�nÿ1
n

rn

rnr
:

Le bilan classique utilisant la masse volumique

(eÂ quation (1) multiplieÂ e par r)

@

@ t
�rC� � div

�
rC ~Uÿ r ~J

�
ÿ rA � 0 �1 0�

est utiliseÂ e dans le calcul qui donne en application aÁ

l'eÂ quation (4):(
ÿ
 
1

2
� 1

3
� 1

4
� � � � � � ÿ 1�2n

n

!

�
 
1� 1

2
� 1

3
� 1

4
� � � � � � ÿ 1�2n

n

!

ÿ n
r
rr

� n�nÿ 1�
2!

r2

r2r
ÿ n�nÿ 1��nÿ 2�

3!

r3

r3r

� n�nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�
4!

r4

r4r
� � � � � � ÿ 1�n r

n

rnr

)

�
�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y�n�

�
� 0

soit, quel que soit n ®ni veÂ ri®ant l'hypotheÁ se:�
ÿ Dr

rr

�n�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y�n�

�
� 0: �5�

Puisque Dr=rr n'est pas identiquement nul l'ensemble
de ces consideÂ rations permet de deÂ duire que si

l'hypotheÁ se est veÂ ri®eÂ e C div ~Uÿ ~J � ~grad Y�n� �C div ~U
ÿ ~J � ~grad Y ne contribue pas au bilan (3). L'hypotheÁ se

est postuleÂ e eÃ tre veÂ ri®eÂ e lorsque Y est petit devant
l'uniteÂ (consideÂ ration qui sera quanti®eÂ e plus loin),
alors l'eÂ quation (3) peut eÃ tre seÂ pareÂ e en deux eÂ quations

distinctes, sans e�ectuer d'hypotheÁ ses simpli®catrices
sur les termes de l'eÂ quation pris seÂ pareÂ ment. On eÂ crira
donc:

@

@ t
�C� � div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA � 0 �6a�

et:

C div ~Uÿ ~J � ~grad Y�n� � 0 �6b�
L'eÂ quation (6b) signi®e que l'ensemble des termes de
cette eÂ quation peut eÃ tre neÂ gligeÂ pour l'eÂ quation com-
pleÁ te (3), sans pour autant que l'un ou l'autre des

termes de l'eÂ quation (6b) pris seÂ pareÂ ment soit neÂ glige-
able; Cdiv ~U et ~J � ~grad Y ont le meÃ me poids et
s'opposent. L'eÂ quation (6b) apparaõÃ t comme une infor-

mation suppleÂ mentaire preÂ cieuse pour relier la diver-
gence de la vitesse au terme ~J correspondant aÁ une loi
de comportement du ¯uide.

La seule hypotheÁ se eÂ nonceÂ e concerne l'existence
d'une valeur ®nie de n telle que Y est repreÂ senteÂ de
fac° on quasi exacte par Y�n�, ce qui conduit aÁ la possibi-

liteÂ de seÂ parer les termes de l'eÂ quation en deux
eÂ quations distinctes. Aucun terme de l'une ou l'autre
des eÂ quations n'est neÂ gligeÂ , la soustraction membre aÁ

membre des eÂ quations (6a) et (6b) restitue l'eÂ quation

exacte.

3. Criteres d'application, modele

La restriction aux eÂ coulement aÁ faible taux de vari-
ation de volume conduit aÁ la possibiliteÂ de seÂ paration
des termes de l'eÂ quation en deux eÂ quations distinctes.

Il faut donc preÂ ciser les criteÁ res quantitatifs, sur la
variation relative de masse volumique due aÁ une dilata-
tion thermique ou aÁ une compression dynamique, qui

autorisent une telle seÂ paration.

3.1. Remarque preÂliminaire sur le signe de la variation

de volume

Le deÂ veloppement en seÂ rie limiteÂ e doit satisfaire

simultaneÂ ment

Y�n� � ÿln
r
rr

� ÿln

�
1� Dr

rr

�

� ÿDr
rr

� 1

2

�
Dr
rr

� 2

ÿ1
3

�
Dr
rr

�3

� � � � � ÿ 1�n
n

�
Dr
rr

�n
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et

Y�n� � ln
U
Ur

� ln

�
1� DU

Ur

�

� DU
Ur

ÿ 1

2

�
DU
Ur

� 2

�1
3

�
DU
Ur

�3

� � �

ÿ � ÿ 1�n
n

�
DU
Ur

�n

:

Dans le cas d'une variation de volume massique posi-

tive, soit pour un eÂ coulement chau�eÂ ou un eÂ coule-
ment de meÂ lange par addition d'un gaz leÂ ger ou un
eÂ coulement dynamiquement compressible, la limite

jYj < ln 2 s'eÂ crit:

0 <
DU
Ur

� ÿDr
r
< 1

�
soitÿ Dr

rr

< 0,5

�
:

Dans le cas d'une variation de volume massique neÂ ga-
tive, soit pour un eÂ coulement refroidi ou un eÂ coule-

ment de meÂ lange par addition d'un gaz lourd, la limite
jYj < ln 2 s'eÂ crit:

0 <
Dr
rr

� ÿDU
U

< 1

3.1.1. Ecoulements aÁ faible taux de variation de volume

tels que jYjW1
On consideÁ re que Y (donc Y�n�� est neÂ gligeÂ devant

l'uniteÂ , alors l'eÂ quation (2 ') devient:

div ~U � @

@ t
Y�n� � div

ÿ
Y�n� ~U

�
: �2 00�

De meÃ me que dans les calculs preÂ ceÂ dents la divergence
de la vitesse peut eÃ tre substitueÂ e dans l'eÂ quation (3) ce
qui conduit aÁ :�
@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�

ÿC

�
@

@ t
Y�n� � div

ÿ
Y�n� ~U

��
� ~J � ~grad Y�n� � 0

ou:�
@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�

ÿ
�
@

@ t
�CY�n� � � div

ÿ
CY�n� ~Uÿ ~JY�n�

�
ÿAY�n�

�

�Y�n�
�
@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA

�
ÿY�n�C div ~U� ~J � ~grad Y�n� � 0

et:

@

@ t
�C�1ÿY�n� � � � div

ÿÿ
C ~Uÿ ~J

�
�1ÿY�n� �

�
ÿA�1ÿY�n� � � ÿY�n� ~J � ~grad Y�n�

Les reÂ sultats obtenus dans le cas plus geÂ neÂ ral d'un

deÂ veloppement limiteÂ aÁ l'ordre n pour Y entraõÃ nent:

@

@ t
C� ~U � ~grad Cÿ div ~JÿA � 0

C div ~U � 0

et

~J � ~grad Y�n� � 0

Il s'agit ici des situations d'eÂ coulement ouÁ il est usuel

d'appliquer les hypotheÁ ses simpli®catrices de Boussi-
nesq. On postulera ici que cette condition est reÂ aliseÂ e
pour jYj00,01 qui correspond aÁ la preÂ cision usuelle
des calculs, alors le centieÁ me est neÂ gligeÂ devant l'uniteÂ .

L'estimation est donneÂ e en choisissant Ur � Umin

valeur minimale du volume massique dans le domaine
consideÂ reÂ e pour les eÂ coulements chau�eÂ s ou de meÂ l-

ange par addition d'un gaz leÂ ger ou valeur d'arreÃ t ou
reÂ servoir pour les e�ets de compressibiliteÂ dynamique
en fonction du nombre de Mach (ou Umax valeur max-

imale du volume massique dans le domaine consideÂ reÂ e
pour les eÂ coulements refroidis ou de meÂ lange par ad-
dition d'un gaz lourd). Elle est donneÂ e en eÂ cart maxi-

mal de tempeÂ rature ou en nombre de Mach global de
l'eÂ coulement.
Cette condition se traduit par jDrr j � jDrrr

j < 0,01 en
assimilant rr aÁ r0, pour le calcul en fonction du nom-

bre de Mach l'estimation est donneÂ e pou un eÂ coule-
ment isentropique de gaz parfait avec:

r0
r
�
�
1� gÿ 1

2
M 2

a

�1=�gÿ1�

alors jDrrr
j < 0:01 et jDTj < 3 K �T01300 K) ou Ma <

0,142 (Tableaux 1 and 2 et Fig. 1 and 2) quand elle est
appliqueÂ e pour les valeurs extreÃ mes du volume massi-

que dans tout le domaine d'eÂ tude. Quand le raisonne-
ment peut eÃ tre deÂ veloppeÂ localement aÁ l'inteÂ rieur de
zones locales d'in¯uence (par exemple zone de paroi

ou zone de l'eÂ coulement exteÂ rieur ou portion de
tuyeÁ re) les criteÁ res deviennent avec ou
j�Drrr
�1 � �Drrr

�2j < 0:02: jDTj < 6 K �T01300 K) ou

Ma < 0:2: Dans ce cas l'analyse se fait par zone, le
probleÁ me est reporteÂ aÁ celui du raccordement entre
zones.
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3.1.2. Cas des eÂcoulements aÁ variation relative de
volume non neÂgligeable tels que

e � ÿ
�
1ÿYÿ Ur

U

�
et jej � 1:

La condition jYjW1 n'est plus reÂ aliseÂ e, il faut examiner

quelle est la limite d'utilisation du deÂ coupage des
eÂ quations, quand ce deÂ coupage est encore consideÂ reÂ

comme une proprieÂ teÂ . Les criteÁ res portent toujours sur

l'eÂ cart maximal de tempeÂ rature ou le nombre de Mach.
ConsideÂ rons l'eÂ quation exacte issue d'un bilan inteÂ -

gral volumique de la grandeur rC (1 '), reÂ duite sur un

eÂ leÂ ment de volume, ouÁ r est eÂ crit 1=U, et multiplieÂ e
par Ur:

@

@ t

�
C

Ur

U

�
� div

�ÿ
C ~Uÿ ~J

�Ur

U

�
ÿA

Ur

U
� 0 �1 00�

L'eÂ quation (10) est retrancheÂ e de l'eÂ quation (4)

@

@ t

�
C

�
1ÿYÿ Ur

U

��

> �div

�ÿ
C ~Uÿ ~J

��
1ÿYÿ Ur

U

��

ÿA
�
1ÿYÿ Ur

U

�
� ÿY

�
Cdiv ~Uÿ ~J � ~grad Y

�
soit:

@

@ t
�Ce� � div

ÿÿ
C ~Uÿ ~J

�
e
�
ÿAe

� Y
�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y

�

Le parameÁ tre e permet de quanti®er plus preÂ ciseÂ ment
la part de la variation de volume qui n'agit que pour

les changements directs des grandeurs physiques. En
d'autres termes et en utilisant l'eÂ criture conventionnelle
avec la masse volumique, on peut consideÂ rer la distri-
bution suivante:

r � rr � �Dr�1��Dr�2��Dr�3:

Quand Y < 0,01, �Dr�2 � �Dr�310, la contribution de
�Dr�1 dans le bilan est telle qu'il ne se di�eÂ rencie pas
d'un bilan de ¯uide incompressible. Quand Y > 0,01

mais e < 0,01, �Dr�2 n'agit que sur les changements
directs des grandeurs physiques et peut eÃ tre quanti®eÂ

en utilisant e, alors �Dr�3 repreÂ sente la part de la masse

volumique responsable des e�ets de dilatation, e�ets
isoleÂ s au second membre de l'eÂ quations (4).
Par addition de l'eÂ quation (3) aÁ la dernieÁ re eÂ quation

en e, il vient:

@

@ t
�C�1ÿ e�� � div

�ÿ
C ~Uÿ ~J

�
�1ÿ e�

�
ÿA�1ÿ e�

� �1ÿY�
�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y

�

Tableau 2

Valeurs des parameÁ tres Y, e, Dr=rr, DU=Ur, en fonction du

nombre de Mach de l'eÂ coulement

Ma e Y Dr=rr DU=Ur

0,142 0,00005 0,010 ÿ0,010 0,010

0,2 0,00020 0,020 ÿ0,020 0,020

0,547 0,01006 0,145 ÿ0,135 0,156

0,66 0,02036 0,209 ÿ0,188 0,232

0,8 0,04111 0,301 ÿ0,260 0,351

0,9 0,06240 0,375 ÿ0,313 0,456

1 0,08974 0,456 ÿ0,366 0,577

1,1 0,12350 0,542 ÿ0,418 0,719

1,263 0,19270 0,692 ÿ0,500 0,998

Fig. 1. Valeurs des parameÁ tres Y, e, D � DU=Ur, en fonction

de la variation maximale de tempeÂ rature DT:

Tableau 1

Valeurs des parameÁ tres Y, e, Dr=rr, DU=Ur, en fonction de la

variation maximale de tempeÂ rature DT

DT=T0 e Y Dr=rr DU=Ur

ÿ0,5 0,30685 ÿ0,693 1,000 ÿ0,5
ÿ0,176 0,02001 ÿ0,194 0,214 ÿ0,176
ÿ0,134 0,01086 ÿ0,144 0,155 ÿ0,134
ÿ0,02 0,00021 ÿ0,020 0,020 ÿ0,02
ÿ0,01 0,00005 ÿ0,010 0,010 ÿ0,01
0,01 0,00005 0,010 ÿ0,010 0,01

0,02 0,00019 0,020 ÿ0,020 0,02

0,156 0,01002 0,145 ÿ0,135 0,156

0,23 0,02002 0,207 ÿ0,187 0,23

0,6 0,09500 0,470 ÿ0,375 0,6

1 0,19315 0,693 ÿ0,500 1

C. Rey / Int. J. Heat Mass Transfer 43 (2000) 4311±4326 4317



Ici div ~U peut eÃ tre non neÂ gligeable mais son ordre de
grandeur reste petit, il n'y a donc pas de fortes vari-

ations de e du type discontinuiteÂ le long d'une ligne de
courant, e eÂ tant lieÂ au champ des vitesses par:

d

dt
e � DU

U
div ~U � ÿDr

rr

div ~U ou

@

@ t
e� div

ÿ
e ~U
�
�
�
eÿ Dr

rr

�
div ~U

En conseÂ quence e est neÂ gligeÂ devant l'uniteÂ alors que
Y n'est pas neÂ gligeable devant l'uniteÂ , il en reÂ sulte que:

@

@ t
C� div

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
ÿA � C div ~Uÿ ~J � ~grad Y

� �1ÿY�
�
C div ~Uÿ ~J � ~grad Y

�
� 0

Cette relation permet de proposer comme criteÁ re d'ap-
plication des proprieÂ teÂ s de deÂ coupage des eÂ quations,
que e doit eÃ tre neÂ gligeable devant l'uniteÂ .

Appliquant aÁ e le criteÁ re numeÂ rique preÂ ceÂ demment
utiliseÂ (soit jej < 0,01), cette dernieÁ re relation argu-
mente en faveur de l'utilisation du deÂ coupage des

eÂ quations, proposeÂ en tant que proprieÂ teÂ physique
pour (Tableaux et Figs. 1 and 2). Alors

0,01 < ÿDr
rr

< 0,135 et 3 K < DT

< 47 K �T01300 K � ou 0:142 <Ma < 0,547,

ou

0,01 <
Dr
rr

< 0,155 et ÿ 40 K < DT < ÿ3 K

�T01300 K�:

Quand le raisonnement peut eÃ tre deÂ veloppeÂ localement
aÁ l'inteÂ rieur de zones locales d'in¯uence (par exemple

zone de paroi ou zone de l'eÂ coulement exteÂ rieur) les
criteÁ res deviennent:

0,02 < ÿDr
rr

< 0,187

et 3 K < DT < 69 K �T01300 K�
ou 0:142 <Ma < 0,547,

ou

0,02 <
Dr
rr

< 0,213 et ÿ 53 K < DT < ÿ6 K

�T01300 K�:

Ici la seÂ paration de l'eÂ quation de bilan en deux
eÂ quations distinctes apparaõÃ t comme une proprieÂ teÂ de

la physique de l'eÂ coulement.

Ð Les e�ets locaux meÂ caniques de la variation de
volume n'in¯uent pas notablement sur les grandeurs

physiques transporteÂ es, par contre, ils agissent sur
le transport.
Ð Les e�ets locaux meÂ caniques de la variation de

volume sont relieÂ s par une eÂ quation explicite.

3.1.3. ModeÁle

En theÂ orie l'hypotheÁ se formuleÂ e nous autorise aÁ

appliquer les proprieÂ teÂ s de deÂ coupage des eÂ quations de
bilan pour des valeurs de jYj < ln 2: La valeur de n

doit eÃ tre aussi grande qu'il est neÂ cessaire mais doit
rester ®nie, aussi la validiteÂ des conclusions n'est pas
certaine pour des valeurs de Y telles que Dr

rr
(ou DU

Ur
�

soit proche de 1. En e�et si Dr
rr
41 (ou DU

Ur
41 ce qui

correspond aÁ Dr
rr
4 ÿ 0,5� par valeurs infeÂ rieures, alors

n41: Par suite, il est proposeÂ de preÂ senter le deÂ cou-
page des eÂ quations de bilan comme un modeÁ le d'ana-

lyse de la physique des meÂ canismes en jeu, la borne
d'utilisation sera ainsi lieÂ e aÁ la possibiliteÂ d'eÂ crire le

Fig. 2. Valeurs des parameÁ tres Y, e, D � DU=Ur, en fonction du nombre de Mach de l'eÂ coulement.
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deÂ veloppement en seÂ rie, soit jYj < ln 2 et

0,135 < ÿDr
rr

< 0,5

et 47 K < DT < 300 K �T01300 K�
ou 0,547 <Ma < 1,26,

ou

0,155 <
Dr
rr

< 1 et ÿ 150 K < DT < ÿ40 K

�T01300 K�:

Au-delaÁ , et dans l'eÂ tat actuel de ce travail, il ne sera
pas proposeÂ de deÂ coupage pour les eÂ quations de bilan.

3.1.4. Valeurs numeÂriques pour les criteÁres proposeÂs
Les valeurs numeÂ riques sont calculeÂ es en utilisant

des relations simpli®eÂ es: Gaz parfait aÁ coe�cient de

dilatation des gaz constant ou gaz parfait isentropique
non visqueux.

4. Interpretation physique. Classes d'ecoulements

L'eÂ quation (1) est reÂ eÂ crite en utilisant ~J � r ~J:

d

dt

�
V

rC dv �
�
V

rA dv�
�
S

r ~J � ~n ds

ouÁ r ~J est la source surfacique de creÂ ation ou destruc-
tion de rC aÁ la frontieÁ re S, rA la source volumique.
Si jYj < ln 2, il est proposeÂ d'eÂ crire le bilan inteÂ gral

volumique aÁ partir du bilan local massique primaire
(6a):�
V

�
@

@ t
C� div

ÿ
C ~U

��
dv �

�
V

A dv�
�
S

~J � ~n ds,

soit:

d

dt

�
V

C dv �
�
V

A dv�
�
S

~J � ~n ds:

Cette eÂ quation compareÂ e aÁ l'eÂ quation (1) montre que
dans ce cas, les variations de masse volumique sont

telles que les opeÂ rateurs matheÂ matiques C sont insensi-
bles; tout se passe comme si celle-ci eÂ tait constante, de
ce fait la masse volumique n'est plus une variable

explicite de l'eÂ quation primaire. Par contre le champ
de vitesse doit, par l'intermeÂ diaire de sa divergence,
obeÂ ir aÁ l'eÂ quation compleÂ mentaire de bilan

C div ~Uÿ ~J � ~grad Y � 0

ouÁ apparaiÃ t le parameÁ tre Y qui donne une eÂ criture T
a
b
le
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compleÂ mentaire aÁ div ~U pour le taux de variation de
volume. En e�et il est remarquable que (6b) s'eÂ crit

aussi:

C
@

@ t
Y�

ÿ
C ~Uÿ ~J

�
� ~grad Y � 0:

En reÂ sumeÂ si jYj < ln 2, ~J apparaiÃ t comme la source

surfacique de creÂ ation ou destruction de la grandeur
physique C, A eÂ tant la source volumique, pour un
bilan primaire sur un volume variable, dont les correc-

tions de variabiliteÂ sont isoleÂ es par un bilan secondaire
du parameÁ tre de variation volumique Y:
si jYj > ln 2, les bilans primaires et secondaires ne

sont plus seÂ parables, mais une meÃ me distribution des
roÃ les de chacun des groupes de termes au sein de
l'eÂ quation compleÁ te reste treÁ s probable en ce qui con-
cerne les e�ets dominants, r n'est plus une variable du

systeÁ me, elle est remplaceÂ e par Y:
Les conditions d'application permettent de donner

une classi®cation des eÂ coulements des gaz sous la

forme de tableau (Tableaux 3 and 4).

5. Consequences

Les consideÂ rations qui suivent sont deÂ veloppeÂ es dans
le cas ouÁ les eÂ quations de bilan peuvent eÃ tre seÂ pareÂ es
en deux sous eÂ quations.

5.1. Application aÁ l'eÂquation de Navier±Stokes

L'eÂ quation est eÂ crite en reÂ feÂ rence aÁ un champ adia-
batique au repos dont les grandeurs caracteÂ ristiques
sont noteÂ es avec l'indice 0.

En utilisant les notations conventionnelles,
 produit
tensoriel, n viscositeÂ cineÂ matique, ��D tenseur des taux
de deÂ formation, les grandeurs sont eÂ crites en reÂ feÂ rence
aux valeurs de l'eÂ tat adiabatique au repos, Pÿ P0 et

UÿU0: Les eÂ quations sont eÂ crites par uniteÂ de masse
pour l'eÂ tat consideÂ reÂ et l'eÂ tat de reÂ feÂ rence,

@

@ t
~U� ~U � ÅÅgrad ~U�U ~grad

�
P� 2m

3
div ~U

�
ÿU ~div

�
2m ��D

�
ÿ ~g � ~0 U0

~grad �P0 � ÿ ~g � ~0:

L'eÂ quation en reÂ feÂ rence aÁ un champ adiabatique au
repos s'obtient par di�eÂ rence de ces deux eÂ quations, les
termes de ¯ottabiliteÂ n'apparaissent donc pas explicite-

ment dans cette repreÂ sentation.
On deÂ duit alors:

@

@ t
~U� ~div

ÿ
~U
 ~U

�
�U ~grad PÿU0

~grad P0

� ~div

��
2

3
n div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�

ÿ ~U div ~Uÿ
��

2

3
n div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�
~grad Y � ~0,

soit:

@

@ t
~U� ~div

�
~U
 ~Uÿ 2n ��D

�
� ~grad

�
UPÿU0P0 � 2n

3
div ~U

�
ÿU0P0

~grad�YÿY0 � ÿ ~U div ~U

ÿ
��

UPÿU0P0 � 2v

3
div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�
� ~grad Y � ~0:

Alors l'hypotheÁ se des gaz parfaits conduit aÁ une

eÂ criture ouÁ la pression n'est plus preÂ sente explicite-
ment et l'utilisation de la proprieÂ teÂ des eÂ quations de
bilan avec:

C � ~U, ~J � ÿ
�
r�Tÿ T0 � � 2n

3
div ~U

�
��1� 2n ��D et

A � rT0
~grad �YÿY0 �:

Tableau 4

Correspondance entre classes d'eÂ coulement et formes utilisables des eÂ quations de bilan

DeÂ coupage

Incompressible/quasi incompressible/`boussinesq' jYj < 0,01 @
@ tC� ~U � ~grad Cÿ div ~JÿA � 0

C div ~U � 0

et ~J � ~grad Y�n� � 0

Compressible subsonique/dilatable 1 subsonique 0,01 < jYj, jYj < 0,145 @
@ t �C� � div�C ~Uÿ ~J� ÿA � 0 et C div ~Uÿ ~J � ~grad Y � 0

Compressible 1/dilatable 2 subsonique 0,145 < jYj, jYj < ln 2 @
@ t �C� � div�C ~Uÿ ~J� ÿA � 0 et C div ~Uÿ ~J � ~grad Y � 0

Compressible 2 ln 2 < jYj @
@ t �C� � div��C ~Uÿ J �� ÿAÿC div ~U� ~J � ~grad Y � 0
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Par application du bilan reÂ duit (6a), il vient:

@

@ t
~U� ~div

�
~U
 ~U�

�
r�Tÿ T0 � � 2n

3
div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�
ÿ rT0

~grad �YÿY0 � � ~0

et la condition (6b) donne:

~Udiv ~U�
��

r�Tÿ T0 � � 2n
3

div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�
� ~grad Y � ~0: �8�

L'eÂ criture de l'eÂ quation en reÂ feÂ rence aÁ l'eÂ tat adiaba-
tique au repos est incontournable pour assurer la

compatibiliteÂ des eÂ quations avec cet eÂ tat de reÂ feÂ r-
ence. On note que l'eÂ quation (7) ne preÂ sente aucune
di�culteÂ suppleÂ mentaire relativement aÁ l'ordre des
correÂ lations, par rapport aÁ l'eÂ criture pour un eÂ coule-

ment incompressible et que l'eÂ quation (8) s'eÂ crit
aussi

~U
@

@ t
Y�

�
~U
 ~U�

�
r�Tÿ T0 � � 2n

3
div ~U

�
��1ÿ 2n ��D

�
� ~grad Y � ~0:

�8 0�

L'eÂ quation (8) implique que si div ~U est neÂ gligeÂ ,
alors ~grad Y doit eÃ tre neÂ gligeÂ aussi. Dans ce cas

l'eÂ quation (7) devient identique aÁ celle eÂ crite suivant
les hypotheÁ ses simpli®catrices de Boussinesq. Notre
formulation est donc plus geÂ neÂ rale que celle de

Boussinesq, en particulier elle tient compte de la
divergence de la vitesse que l'on sait non nulle deÁ s
que l'eÂ coulement est non horizontal.
L'eÂ quation (8 ') indique aussi que si l'eÂ coulement est

stationnaire, le terme � ~U
 ~U��r�Tÿ T0�� 2n
3 div ~U���1ÿ

2n ��D� � ~grad Y est nul, ce qui correspond au cas des
eÂ coulements uniformes laminaires horizontaux strati-

®eÂ s.

5.2. Application au bilan d'eÂnergie totale

Le premier principe de la thermodynamique con-
duit au bilan suivant:8>>>>>>><>>>>>>>:

d

dt

�
cvT� U 2

2

�
ÿU div

�
��S � ~U� k ~grad T

�
ÿ~g � ~UÿRa � 0

avec pour le champ adiabatique:

~g � U0
~grad P0 � ~grad�rT0 � ÿ rT0

~grad Y0

En utilisant les notations conventionnelles, g � cp=cv

le rapport des chaleurs massiques, a � k=rcp la dif-
fusiviteÂ thermique et Ra le rayonnement massique,

S- � le tenseur des contraintes. De meÃ me qu'il fut
neÂ cessaire d'eÂ crire l'eÂ quation de Navier±Stokes en

reÂ feÂ rence aÁ la situation statique, nous eÂ crivons ici
l'eÂ quation d'eÂ nergie en reÂ feÂ rence aÁ la situation adia-
batique.

d

dt

�
cvT� U 2

2

�
ÿU div

�
��S � ~U� k ~grad Tÿ k0 ~grad T0

�
� rT0

~U � ~grad Y0 ÿ ~U � ~grad �rT0 � ÿRa � 0:

En e�et, pour l'eÂ tat adiabatique, l'acceÂ leÂ ration de la
pesanteur est substitueÂ e en fonction des grandeurs
d'eÂ tat et k0 ~grad T0 (=constante) peut eÃ tre introduit

sous la divergence.
Alors les deÂ veloppements expliciteÂ s preÂ ceÂ demment

donnent

@

@ t

�
cvT� U 2

2

�
� div

��
cvT� U 2

2

�
~U

�

� rT0div ~U� div

 �
rTÿ rT0 � 2

3
n div ~U

�
~U

ÿ 2n ��D � ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k

~~grad dT0

�!

� rT0
~U � ~grad �YÿY0 � ÿRa

ÿ
�
cvT� U 2

2

�
div ~Uÿ

 �
rTÿ rT0 � 2

3
n div ~U

�
� ~U

ÿ 2n ��D � ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
~grad T0

�!
~grad Y � 0

soit en appliquant les reÂ sultats preÂ ceÂ dents avec:

C � cvT� U 2

2
,

~J � ÿ
�
r�Tÿ T0 � � 2n

3
div ~U

�
~U� 2n ��D � ~U

ÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
~grad T0

�
et

A � rT0 div ~U� rT0
~U � ~grad �YÿY0 � ÿRa,

le bilan reÂ duit (6a) donne:
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@

@ t

�
cvT� U 2

2

�

� div

 �
cPTÿ rT0 � U 2

2
� 2

3
n div ~U

�
� ~U

ÿ 2n ��D � ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
~grad T0

�!

� rT0 div ~U� rT0
~U � ~grad �YÿY0 � ÿRa � 0

�9�

et la condition (6b) s'eÂ crit:

�
cvT� U 2

2

�
div ~U

�
 �

rTÿ rT0 � 2

3
n div ~U

�
� ~Uÿ 2n ��D � ~U

ÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
grad
4 4

T0

�!
~grad Y � 0

�10�

5.3. Application au bilan d'eÂnergie cineÂtique

Le bilan d'eÂ nergie cineÂ tique s'obtient par le produit

scalaire des eÂ quations (7) and (8) avec le vecteur ~U:

@

@ t

U 2

2
� div

�
U 2

2
~Uÿ 2n ��D � ~U

�
� 2n ��D: ÅÅgrad ~U

� U 2

2
div ~U� div

��
rTÿ rT0 � 2n

3
div ~U

�
~U

�

ÿ
�
rTÿ rT0 � 2n

3
div ~U

�
div ~U

ÿ rT0
~U � ~grad �YÿY0 � � 0

�11�

et

�U 2div ~U� ~U

���
rTÿ rT0 � 2n

3
div ~U

�
��1

ÿ 2n ��D

�
~grad Y

�
� 0:

�12�

5.4. DeÂduction de l'eÂnergie interne

En soustrayant l'eÂ quations (11) de l'eÂ quation (9),
puis (12) de (10), viennent:

@

@ t
�cvT�

� div

��
cvT ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
~grad T0

��

�
�
rTÿ U 2

2
� 2

3
n div ~U

�
div ~Uÿ 2n ��D: ÅÅgrad ~U

ÿRa � 0

�13�

�
cvTÿ U 2

2

�
div ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
grad
4 4

T0

�
� ~grad Y � 0:

�14�

Il est remarquable ici que si l'analyse initiale ait porteÂ

sur un bilan d'eÂ nergie interne et non d'eÂ nergie totale
une autre seÂ paration des grandeurs physiques aurait
eÂ teÂ deÂ duite, sensiblement di�eÂ rente, dans le cas geÂ neÂ ral,

de celle qui vient d'eÃ tre eÂ crite. Sur le plan de la phys-
ique la deÂ marche proposeÂ e ne peut eÃ tre opeÂ reÂ e que sur
un bilan global de forces, d'eÂ nergie ou de masse, et

non sur un bilan partiel. L'eÂ criture des bilans en reÂ feÂ r-
ence aÁ un champ adiabatique de gaz pur au repos est
indispensable pour assurer la coheÂ rence de la seÂ par-
ation du bilan en deux eÂ quations distinctes avec les

conditions limites d'un champ adiabatique au repos.
Il existe un terme de correÂ lation d'ordre 3 dans

l'eÂ quation d'eÂ nergie qui ajoute aÁ la complexiteÂ de

l'eÂ quation. Cette di�culteÂ est eÂ viteÂ e dans le cas d'appli-
cations de l'analyse aux eÂ coulements subsoniques tels
que MaW1:

. Dans le cas des eÂ coulements en convection naturelle
ou en convection mixte, U 2/2 est neÂ gligeable devant
rT (et a fortiori devant cvT).

. Dans le cas des eÂ coulements en convection forceÂ e, le
nombre de Mach M 2

a sera introduit en postulant
l'eÂ coulement isentropique de gaz parfaits. Alors,

��
rTÿ U 2

2

�
div ~U �

�
1ÿ g

2
M 2

a

�
rT div ~U:

Cette eÂ criture permet de deÂ velopper les analyses en
fonction du nombre de Mach et montre que U 2

2 div ~U
peut eÃ tre neÂ gligeÂ pour les eÂ coulements tels que

Ma � 1, un ordre de grandeur utilisant les meÃ mes cri-
teÁ res numeÂ riques que preÂ ceÂ demment peut eÃ tre donneÂ :
jYj < 1 et Ma < 0,12: Alors en restriction aux eÂ coule-

ments subsoniques aÁ faible nombre de Mach,
l'eÂ quation (13) devient:

@

@ t
�cvT� � div

��
cvT ~U� ~Q

�
ÿ ��S: ��DÿRa � 0 �13 0�

avec ~Q�ÿacP� ~grad Tÿ k0
k
~grad T0�,
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��S � �2n ��Dÿ �rT� 2
3n div ~U���1�, ��1 le tenseur uniteÂ . Cette

eÂ criture est geÂ neÂ rique quelle que soit la grandeur dont

on eÂ crit le bilan, le volume massique, la pression et le
parameÁ tre de dilatation n'apparaissent pas dans la
formulation de l'eÂ quation reÂ duite.

De meÃ me, la condition de changement de volume
exprimeÂ e par l'eÂ quation (14) devient

cvT div ~Uÿ acP

�
~grad Tÿ k0

k
~grad T0

�
grad
4 4

Y � 0:

�14 0�
Ainsi les analyses globales deÂ veloppeÂ es pour le bilan
d'eÂ nergie totale ou pour le bilan d'eÂ nergie interne

aboutissent aÁ la meÃ me formulation.

5.5. Application aÁ l'eÂquation d'eÂvolution d'une espeÁce
dans un meÂlange binaire passif

L'eÂ quation de bilan de masse pour le constituant de
concentration massique C s'eÂ crit:

dC

dt
ÿU div

�
D ~grad C

�
� 0,

ouÁ D repreÂ sente le coe�cient de di�usiviteÂ de ce meÃ me
constituant.

En appliquant la deÂ marche preÂ sente et en posant
D � UD, il vient:

@C

@ t
� div

�
C ~UÿD ~grad C

�
� 0 �15�

et

C div ~UÿD ~grad C � ~grad Y � 0: �16�

6. Conclusion

Le nouveau systeÁ me d'eÂ quation proposeÂ par la preÂ -
sente deÂ marche, appliqueÂ aux eÂ coulements subsoniques
aÁ taux de variation de volume et aÁ nombre de Mach

tels que ÿ05 < Dr=r0 < 1, permet de simpli®er les
eÂ quations des gaz compressibles au niveau de l'ordre
des correÂ lations du type C ~U: Chaque bilan, de masse,
de forces et d'eÂ nergie, est eÂ crit par uniteÂ de masse du

¯uide. La continuiteÂ s'eÂ nonce alors sous une formu-
lation introduisant un nouveau parameÁ tre Y � ln U

Ur
�

ÿln r
rr

appeleÂ ici parameÁ tre de variation volumique

�rr � constante1r0). Les proprieÂ teÂ s moleÂ culaires sont
des proprieÂ teÂ s cineÂ matiques,viscositeÂ ou di�usiviteÂ

moleÂ culaires. La pression n'apparaõÃ t plus comme une

variable du systeÁ me ce qui permet de contourner une
di�culteÂ majeure pour la modeÂ lisation, la modeÂ lisation
des termes de pression. Toutes les grandeurs sont des

grandeurs usuellement mesurables dans les expeÂ rimen-

tations, hormis le parameÁ tre de variation volumique Y
qui sera, soit deÂ duit du bilan, soit mesureÂ , s'il est poss-
ible d'acceÂ der aÁ la mesure de la masse volumique. En

e�et la masse volumique instantaneÂ e pose un reÂ el pro-
bleÁ me meÂ trologique, cette mesure a eÂ teÂ reÂ aliseÂ e pour la
concentration [29±31] mais ce n'est pas encore une

mesure couramment usiteÂ e. La masse volumique d'un
gaz chau�eÂ est deÂ duite d'une utilisation restrictive de

la loi d'Etat des gaz parfaits, restriction qui reÂ duit la
mesure aÁ son canevas d'observation (dilatation incom-
pressible). On notera aussi que le parameÁ tre Y est isoleÂ

dans un seul terme de l'eÂ quation qui peut eÃ tre aiseÂ ment
deÂ duit par la mesure de tous les autres termes du
bilan. Le couplage par la tempeÂ rature, des eÂ quations

d'acceÂ leÂ ration (Navier±Stokes) et d'eÂ nergie interne
massique, est bien identi®eÂ ; il est di�eÂ rent de celui reÂ -

aliseÂ dans le cas d'un meÂ lange de gaz. Les eÂ quations
compleÂ mentaires issues du deÂ coupage doivent permet-
tre de maõÃ triser un terme le plus souvent annuleÂ ou

modeÂ liseÂ grossieÁ rement, qui est le terme de divergence
de la vitesse et pour lequel aucune hypotheÁ se n'est for-
muleÂ e. Ce terme est fondamental pour les processus de

recalage de la plupart des calculs numeÂ riques des
champs cineÂ matiques.

Dans un premier temps, la restriction aux eÂ coule-
ments subsoniques ou aÁ taux de variation de volume
modeÂ reÂ conduit aÁ la possibiliteÂ de seÂ paration des

termes de l'eÂ quation en deux eÂ quations distinctes; une
eÂ quation de bilan reÂ duit et une eÂ quation compleÂ men-

taire. Aucun terme de l'une ou l'autre de ces deux
eÂ quations n'est neÂ gligeÂ , la soustraction membre aÁ mem-
bre des eÂ quations seÂ pareÂ es restitue l'eÂ quation exacte.

Pour jYjW1 ce systeÁ me d'eÂ quation est moins restric-
tif que celui obtenu par application des hypotheÁ ses de
Boussinesq, il preÂ sente une ameÂ lioration notable de la

prise en compte de la reÂ aliteÂ des meÂ canismes physiques
des eÂ coulements non horizontaux du type convection

libre ou convection naturelle.
On montre que ce principe de deÂ coupage des

eÂ quations de bilan peut eÃ tre proposeÂ comme proprieÂ teÂ

physique de l'eÂ coulement meÃ me si la condition jYjW1
n'est pas reÂ aliseÂ e. Pour cela une condition de faisabiliteÂ

a eÂ teÂ deÂ duite des eÂ quations exactes, elle porte sur e �
ÿ�1ÿYÿU=Ur�� et donne une justi®cation du deÂ cou-
page pour les eÂ coulements subsoniques (jusqu'aÁ Ma <
0,547 ou ÿ0,135 < Dr=r0 < 0,156).
L'analyse proposeÂ e est ensuite eÂ tendue aÁ des eÂ coule-

ments tels que jYj < 1 et pour lesquels la vitesse peut

eÃ tre supersonique avec un nombre de Mach modeÂ reÂ .
La condition de seÂ paration des eÂ quations de bilan en

eÂ quation reÂ duite et eÂ quation compleÂ mentaire est lieÂ e aÁ

une hypotheÁ se formuleÂ e sur le plan matheÂ matique or
la continuiteÂ dans l'eÂ volution des pheÂ nomeÁ nes physi-

ques ne permet pas d'a�rmer que cette hypotheÁ se soit
strictement reÂ alisable aÁ l'approche de jYj < 1: Aussi
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est-il question ici de proposer la seÂ paration des
eÂ quations, au titre d'une modeÂ lisation des eÂ coulements

pour leur analyse, et non en tant que proprieÂ teÂ physi-
que de ces eÂ coulements. Pour ce modeÁ le, les conditions
s'eÂ crivent: Ma < 1,26 ou ÿ0,5 < Dr=r0 < ÿ0,135 et

0,156 < Dr=r0 < 1:
Au delaÁ , pour jYjr1, la seÂ paration des eÂ quations

n'est plus reÂ aliste, mais l'eÂ criture proposeÂ e pour les

bilans conserve les proprieÂ teÂ s d'interpreÂ tation physique
de chaque terme relativement aÁ la variation de volume:
Les e�ets de variation de masse volumique sur les

meÂ canismes physiques sont isoleÂ s de ceux appliqueÂ s
aux grandeurs physiques dont on eÂ crit le bilan, et la
pression n'est plus une variable explicite du systeÁ me.
Ces consideÂ rations sont reÂ sumeÂ es en une proposition

de classi®cation des eÂ coulements relativement aux pro-
prieÂ teÂ s seÂ paratives des eÂ quations de bilan sous forme
de tableau (Tableau 5).
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