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Résumeé

Chaque bilan, de masse, de forces et d’énergie, est écrit par unité de masse du fluide. La continuité introduit un
nouveau parametre @ = ln% appelé ici paramétre de variation volumique, % est le volume massique, %, une valeur
de référence constante. Si |@| < In 2, ce parametre conduit a un découpage des équations de bilan en deux équations
distinctes. La premiére équation est invariable en écriture par rapport a une situation incompressible; en particulier
l'ordre de corrélation des termes des équations reste inchangé. La deuxiéme équation est directement liée a la
variation de volume. Si la loi d’état des gaz parfaits est appliquée, la pression n’est plus une variable du systéme.
Une classification des écoulements donne les différents cas qui autorisent I'utilisation de ce découpage. © 2000
Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

Abstract

Each budget, of mass, forces and energy, is written per unit of mass of the fluid. Then, continuity introduces a
new parameter @ = ln%, called the parameter of volume variation, % is the mass volume, %, a constant value of
reference. When |@| < In 2, this parameter, taken as a new variable, led to a budget separated into two distinct
equations. The first equation is invariable in writing compared to an incompressible situation; in particular the order
of correlation in these equations remains unchanged. The second equation is directly related to the volume
variation. If the law of state of perfect gas is applied, the pressure is not any more a variable for the system. A
flows classification gives the different cases, which permits the use of this separation. © 2000 Elsevier Science Ltd.
All rights reserved.

1. Introduction généralement un grand nombre de complexités tant
sur le plan de l’environnement ou confinement que
Les écoulements naturels ou industriels présentent sur celui du comportement physique méme des gaz
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Nomenclature

o action volumique extérieure

Cy chaleur massique a volume
constant

cp chaleur massique a pression
constante

9 diffusivité d’un des constitu-
ants du mélange

D diffusivité d’un des constitu-
ants du mélange, pondérée,

_ D=9/p

D tenseur des taux de défor-

- mations

52 action surfacique extérieure

. généralisee

J action surfacique extérieyre
généralisée,  pondérée J =
SIo="U-7J

k conductibilité thermique

M, nombre de Mach

2 flux de chaleur surfacique,
Q=2/p=u2

P pression

Ry rayonnement massique

r constante des gaz parfaits
relative a sa masse molaire

T température

‘ variable temps

U vecteur vitesse

4 volume spécifique, % = 1/p

U, volume spécifique de référ-
ence, constant

o diffusivit¢  thermique, o=
k/pcp

7 =cp/ey

A Ap=p—pp

AU = U — U,

e=—(1—0—U)%)

(2] parameétre de variation volu-
mique, @ = In(% /%)

e valeur de © définie par un

développement en série a
I’ordre n, n entier fini

uw=pv viscosité dynamique

v viscosité cinématique

masse volumique

masse volumique de référ-

ence, constante

tenseur des contraintes

tenseur des_contraintes ‘ciné-

matiques’, 2 = 2/p = U

tenseur des contraintes ciné-

matiques de viscosité

b4 grandeur physique générali-
sée dont on écrit le bilan
massique

(o référence a un état adiaba-
tique au repos, conditions
d’arrét (réservoir, paroi)

AR
-

MM

]

(écoulements atmosphériques, traitements des gaz
industriels, climatisation, combustion, avionique...).
La variation de la densité, due a la dynamique, a
la thermique ou aux propriétés de mélange des con-
stituants est au cceur de la complexité physique.

Ainsi la maitrise de la physique des écoulements,
compte tenu des milieux environnants, reste un
enjeu capital pour la qualité et la sécurité des pro-
cessus industriels (ou naturels) et pour la gestion de
la consommation d’énergie de ces mémes processus.
L’approche proposée ici est développée dans un
objectif d’applicabilit¢é avec une meilleure appréhen-
sion des phénoménes physiques dominants.

En écoulements subsoniques a faible vitesse les
fluides gazeux sont le plus souvent supposés incom-
pressibles. Quand le volume spécifique varie par
effet thermique ou par effet de mélanges de gaz, il
est d’usage de conserver I’hypothése d’incompressibi-
lit¢ par la condition de nullit¢ de la divergence de
la vitesse, les variations de volume spécifique sont
alors prises en compte moyennant certaines hypoth-
éses simplificatrices supplémentaires dont les plus

connues sont les hypotheses de Boussinesq [1,2]. Ces
approximations sont justifiées pour diverses appli-
cations [3—6] et sont généralisées en utilisant des dé-
compositions approchant les variations de masse
volumique [7,8]. Une équation de Poisson sur la
pression, qui n’est justifiée que si la divergence de
la vitesse est effectivement négligeable par rapport
aux termes conservés, est ainsi couramment utilisée
pour déduire les effets des termes de pression.

Or les expériences et les modélisations numériques
montrent que les écoulements de grandes dimensions
en convection libre ou en convection mixte sont tels
quil n’est pas justifiable a priori de négliger la
divergence de la vitesse [9-11]. De méme, la prise
en compte d’effets de variation volumique ‘non
Boussinesq” montre que les structures turbulentes
des champs cinématiques et thermiques peuvent dif-
férer notablement [12,13].

L’augmentation du degré des corrélations due a
la variation de masse volumique, pour les écoule-
ments turbulents a conduit divers auteurs a propo-
ser une réduction du degré des corrélations par une
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pondération [14-16]. On citera en particulier les tra-
vaux de A. Favre qui propose une statistique pon-
dérée par la masse volumique, systématique pour
toutes les grandeurs physiques des bilans [16-20].
Cette proposition permet de corriger les difficultés
d’une observation «volumique» lorsque le volume
est variable mais elle rend plus complexe les gran-
deurs cinématiques, la grandeur transportée n’est
pas différenciée de son déplacement. La moyenne de
Favre a été exploitée sur le plan expérimental et sur
le plan de la simulation numérique; on citera en
particulier E. Ruffin et al. [21] et M. Germano [22].
Une alternative a cette écriture a €té apportée par
P. Chassaing [23,24] (voir aussi H. Ha Minh et al.
[25]) qui présente les corrélations avec les fluctu-
ations de masse volumique de facon explicite et
donne des relations exactes pour les déduire des
corré¢lations d’ordre 2 associées [26]. Récemment
I'introduction de la notion d’inhomogénéité massique
pour un écoulement cinématiquement homogéne a
conduit P. Chassaing et al. [27,28] a développer par
simulation numérique directe une étude approfondie
du role de la variation de la masse volumique sur
les mécanismes usuellement décrits en turbulence
homogeéne compressible.

Une démarche nouvelle est proposée ici. Tous les
termes des équations générales de bilan sont pris en
compte, mais il est recherché un découpage entre les ¢él-
éments du bilan, par une écriture permettant d’isoler le
terme de la divergence de la vitesse pour lequel aucune
hypothése n’est avancée. Il n’est proposé aucune ap-
proximation a priori sur les termes des équations de
sorte que l'analyse est conduite ici sans autre restric-
tion que lappartenance au domaine de validité des
bilans formulés. Enfin, la logique des raisonnements
conduit a ne pas limiter I’étude aux seuls écoulements
subsoniques.

2. Analyse

Le bilan intégral est effectué pour un domaine con-
stant de matiére, et non pour un volume qui par défi-
nition est variable. En effet, quand le volume est
variable il n’est plus possible de faire référence a un
volume ¢lémentaire d’échelle macroscopique. La parti-
cule fluide est donc repérée par sa masse dm, constante
et dont la sommation sur le domaine d’observation
donne la masse m considérée. Une écriture généralisée
de bilan est utilisée pour une masse m de fluide. Le
bilan s’exprime en écrivant que le taux de variation de
la somme sur la masse m des grandeurs physiques ¥
attachées a un élément de matiére dm (= p dv) est égale
a la somme des actions massiques extérieures ./ pour
chacun des ¢léments de matiére dm, ajoutée de la
somme des actions surfaciques _# des éléments de sur-

face constituant 1’enveloppe de la masse m totale du
fluide considéré. Cette écriture est générique, ¥ peut
étre un scalaire (alors .7 est un scalaire et # est un
vecteur) pour le bilan de masse et le bilan d’énergie, ¥
peut étre un vecteur (alors .o/ est un vecteur et ¢ est
un tenseur) pour le bilan des forces, ¥ peut €tre un
tenseur (alors ./ est un tenseur et # est un tenseur
d’ordre n + 1, si ¥ et .o sont d’ordre n) pour le bilan
des tensions.

d P
—J lI’dm:[ ,sz/dm—l—I/‘nds
de m Jm JS

Ce bilan intégral est réduit a un bilan pour un élément
quelconque de fluide de masse dm, suivant:

%W—,Q/—%divjzo (1)

ou % est le volume spécifique (# = 1/p), div /7 est un
sgalaire, un vecteur ou un tenseur suivant la nature de
#, les notations ne sont pas différenciées dans la for-
mulation générique, on conserve celles usitées pour ¥
scalaire; il en sera de méme pour la notation grad. Les
grandeurs physiques attachées a I’¢lément de masse dm
sont appelées grandeurs spécifiques (ou massiques).

Le volume spécifique est la grandeur qui s’associe
naturellement a I’¢lément de masse dm pour lui con-
férer une distribution volumique, I’équation (1) met
alors en évidence un équilibre du degré des corrélations
des termes (ordre n et n + 1) par rapport a ce que
produisait ’écriture par élément de volume (a propriété
physique constante, ordre n, n + 1, n + 2). Les méca-
nismes massiques sont observés de facon inchangée,
que le volume soit ou non variable, la différence entre
ces deux situations est focalisée sur les flux surfaciques.

De méme que A. Favre fondait la pondération par
la masse sur ’équation de continuité, dont il réduisait
l'ordre statistique, il sera introduit ici une nouvelle
variable pour réduire 1’ordre des corrélations. Pour
cela I’écriture par unité de masse de I’équation de con-
tinuité donne

i%— divU=0 ou
dt

1d d (u\ d »
= L) =So=dvU 2
wdi” T dr n(%) ao N @

et introduit [28] le parameétre de variation volumique
@ définit par O = ln%. Il en résulte I'utilisation d’un
volume spécifique de reférence %, (P;, T;) constant, fini
et non nul, qui peut étre défini par une situation initi-
ale ou limite du domaine fluide considéré. On re-

marque que ’équation (2) peut étre formulée suivant:
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-9 -
(1+6)iv U = -6 +div(eD). )
Les flux surfaciques et les termes de variation de

volume du bilan général (1) sont explicités par I’écri-
ture suivante :

%W+div(w7—j)—&/—W-div17+/7~gr3d@:o
(3)

ou sont introduits les actions surfaciques spécifiques
J=uy¢ et le paramétre de variation volumique @ =

w
In~ -

La divergence de la vitesse peut €tre substituée au
moyen de I’équation (2’) dans 1’équation (3) ce qui
conduit a:

(1—|—@){ 'I’—|—d1v<‘FU f) }
—w{%@miv(@f})}ﬂl+@)j-gr%d@:0
ou:

(1+@){ vt div(v0 - 7) - }

-~ {%(qf@) +diviveu - Jjo) - .,o!@}
+@{%‘P+div(‘l’f]—f)—&/}

— OV divU+6J grad ® =0

et:

a +2@){% +div(y0—J) - ,9/}

{a(tp@)

S i V(v -J1e) - ﬂ@}

— OV divU+6J grad ® =0

Utilisant a nouveau I’équation (2'), le bilan sera pré-
senté sous la forme:

2 w1 - @)+ aiv((wd - 1 - @)
3t
“)
—A(1-0)= —@(‘Pdiv U—J-grad @)

Dans le premier membre de I’équation (4), apparais-
sent les changements directs des grandeurs physiques
sous l’effet de la variation de volume, dans le second
membre apparaissent les mécanismes de la dilatation.

Cette séparation permet de chercher un seuil a partir
duquel les mécanismes de la dilatation deviennent tout
a fait notables.

L’analyse qui suit est menée pour le cas particulier
des écoulements a faible taux de variation de volume
(16| <1n2), plus précisément on formule I’hypothéese
suivante:

Hypothése. On suppose que |@| <In2 est tel qu’il
existe une valeur de n entier fini pour laquelle un
développement limité a l’ordre n en
A” o= "‘ = %2 permet une représentation quasi
exacte de O pour les opérateurs de dérivés premicres
temporelles et spatiales de ©.

Cette hypothéese se transcrit dans les équation sui-
vant:

. d
divU=—e"
VY= W

et

P o0 .. -
2wy diviP0—J) — o/ =¥ - divU—J- grad @

a1
avec
A
om = —m? = —ln(l + —p>
Py Py

Ap  1/Ap\? 1/Ap\° (= 1D"/Ap\"
__+_ - —_— — +— —_—

Pr 2<pr> 3<pr> n (m)
Suivant cette hypothése, il n’existe pas de terme du
développement au-dela de I’ordre n (en toute rigueur,
I’égalité impose n— oo. En d’autres termes cela signifie
que le seuil recherché a partir duquel les mécanismes
de la dilatation deviennent tout a fait notables corre-
spondrait a la valeur limite de @ autorisant un dével-
oppement en série. Cette proposition va étre étayée par
le raisonnement suivant:

Le développement en puissances de p/p, s’écrit:

11 1 (=)™
—em— Ly i o
2) <2+3+4+ +—

p 1 6 n—l)p
P (2 120 .07\
+nl (2+ tatorr )

T

_ _ 3
+<l+1+.‘.+W)%

1+m2 ~1

Pr

3 3!
1 mn=1)n-2)n-3)
_<Z+' 41 )pr
n—=1 p
P Gl D

np

Compte tenu des identités suivantes
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"(”2_1)51+2+3+---+(n—1)
n(n —1)(n —2)
3

=2x143x24+---+m—-1)n-=2)
nn—1)n—-2)n-23)
4
=3x2x14+---+m=1)mn-2)n-23)

la relation précédente est écrite sous la forme:

11 1 (—1™
—_em — _ |24
1-0 (2+3+4+ +
ﬂ_l(n@—l))ﬁ
T T2\ )
1 —1 -2 3
+,<”(" )n ))&
3 3! p3
l<n(n—1)(}1—2)(11—3’))p74
4 4 P
—1n71 n
gD
noop

Le bilan classique utilisant la masse volumique
(équation (1) multipliée par p)

%(p‘l’)—f—div(p‘l/l?—pj) —psl =0 (1)

est utilisée dans le calcul qui donne en application a
I’équation (4):

L +(_1)2n
2773 T4 n

T P +(_1)2n
27373 n

p +n(n—1)pi_n(n—l)(n—2)pi

Pr 20 p? 3! o3

71

4
+n(n—1)(71—2)(71—3)P_4+,..+(—l)np—}
a p pr

T T

x (qf div U — J - grad @<">) =0
soit, quel que soit n fini vérifiant 'hypothése:

Ap)” R N -
— L) (PdivU—J-grad ®" ) = 0. (5)
< Pr ( £ >

Puisque Ap/p, n’est pas identiquement nul I’ensemble
de ces considérations permet de déduire que si

Ihypothése est verifice ¥ div U—J-grad @™ =¥ div U
—J - grad © ne contribue pas au bilan (3). L’hypothese
est postulée étre vérifiee lorsque @ est petit devant
l'unité (considération qui sera quantifiee plus loin),
alors I’équation (3) peut étre séparée en deux équations
distinctes, sans effectuer d’hypothéses simplificatrices
sur les termes de 1’équation pris séparément. On écrira
donc:

%(Y’)—Fdiv(&”l}—j) — /=0 (62)
et:
¥ div U — J - grad O™ = 0 (6b)

L’équation (6b) signifie que I’ensemble des termes de
cette équation peut étre négligé pour I’équation com-
plete (3), sans pour autant que 'un ou lautre des
termes de I’équation (6b) pris séparément soit néglige-
able; YdivU et #-grad ® ont le méme poids et
s’opposent. L’équation (6b) apparait comme une infor-
mation supplémentaire précieuse pour relier la diver-
gence de la vitesse au terme _# correspondant a une loi
de comportement du fluide.

La seule hypothése énoncée concerne I’existence
d’une valeur finie de n telle que @ est représenté de
facon quasi exacte par @™, ce qui conduit a la possibi-
litt de séparer les termes de I'équation en deux
équations distinctes. Aucun terme de I'une ou l'autre
des équations n’est négligé, la soustraction membre a
membre des équations (6a) et (6b) restitue 1’équation
exacte.

3. Criteres d’application, modele

La restriction aux écoulement a faible taux de vari-
ation de volume conduit a la possibilit¢ de séparation
des termes de I’équation en deux équations distinctes.
Il faut donc préciser les critéres quantitatifs, sur la
variation relative de masse volumique due a une dilata-
tion thermique ou a une compression dynamique, qui
autorisent une telle séparation.

3.1. Remarque préliminaire sur le signe de la variation
de volume

Le développement en série limitée doit satisfaire
simultanément

A
0" = _n? — —1n<1 n —p>
pr 2

Ao 1/Ap\? 1/Ap\} D" [Ap\"
:__p+_(_p> __<_P>...+<_><_ﬂ)
pr 2\ pr 3\ o n Pr
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et

U AU
(n) — _
e = ln%r = ln<1 + 7 )

Au 1 (AU 2+1 AN
U 2\ U 3\,
(_ 1)11 AQZ/ n
n U )
Dans le cas d’une variation de volume massique posi-
tive, soit pour un écoulement chauffé ou un écoule-
ment de mélange par addition d’un gaz léger ou un

écoulement dynamiquement compressible, la limite
|@| < In 2 s’écrit:

A7 A A
0< /l:——p<1 (soit——p<0,5>.
U p Pr

Dans le cas d’une variation de volume massique néga-
tive, soit pour un écoulement refroidi ou un écoule-
ment de mélange par addition d’un gaz lourd, la limite
|®@| < In 2 s’écrit:

Ap M

0
“ K4

<1

3.1.1. Ecoulements a faible taux de variation de volume
tels que 10| <1

On considére que @ (donc ™) est négligé devant
I'unité, alors I’équation (2') devient:

- 9 -
div U= —0" + diviem ). 2"

De méme que dans les calculs précédents la divergence
de la vitesse peut étre substituée dans I’équation (3) ce
qui conduit a:

{%‘P-ﬁ-div(‘l’f]—j) —{Qf}

- w{ %@(") +div(e™ ) } +J - grad @™ =0

ou.

9 (e o

E‘I’—l—dlv(‘I’U—J)—d

- {%(‘P@(”)) +divive™u — jom) — e }
) w7

) E‘I’—kdw(‘PU—J)—M

— O div U+ J - grad O™ = 0

et:

9 L

S (p(1—0")+ div((p T — D1 — ™))
— /(1 —0M)~—@"].grad O™

Les résultats obtenus dans le cas plus général d’un
développement limité a ’ordre n pour @ entrainent:

9 L. -
aﬂ”—i—U-grad‘P—divJ—&/:O

¥ divU=~0
et
- grad @™ =0

Il s’agit ici des situations d’écoulement ou il est usuel
d’appliquer les hypothéses simplificatrices de Boussi-
nesq. On postulera ici que cette condition est réalisée
pour |@|~0,01 qui correspond a la précision usuelle
des calculs, alors le centiéme est négligé devant I'unite.
L’estimation est donnée en choisissant %, = U min
valeur minimale du volume massique dans le domaine
considérée pour les écoulements chauffés ou de mél-
ange par addition d’un gaz léger ou valeur d’arrét ou
réservoir pour les effets de compressibilité dynamique
en fonction du nombre de Mach (ou % ., valeur max-
imale du volume massique dans le domaine considérée
pour les écoulements refroidis ou de mélange par ad-
dition d’un gaz lourd). Elle est donnée en écart maxi-
mal de température ou en nombre de Mach global de
I’écoulement.

Cette condition se traduit par |%| =} |i—f| < 0,01 en
assimilant p, a p,, pour le calcul en fonction du nom-
bre de Mach I’estimation est donnée pou un écoule-
ment isentropique de gaz parfait avec:

1/G-1)
Po y—1. 5
—=|14+"—M
p <+ 2 a)

alors |%| <0.01 et |AT] <3 K (To~300 K) ou M, <
0,142 (Tableaux 1 and 2 et Fig. 1 and 2) quand elle est
appliquée pour les valeurs extrémes du volume massi-
que dans tout le domaine d’¢tude. Quand le raisonne-
ment peut étre développé localement a Iintérieur de
zones locales d’influence (par exemple zone de paroi
ou zone de I’écoulement extérieur ou portion de
tuyere) les critéres deviennent avec ou
|(%)1+(%)2| <0.02: |AT| <6 K (Ty~300 K) ou
M, < 0.2. Dans ce cas I’analyse se fait par zone, le
probléme est reporté a celui du raccordement entre
zones.
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3.1.2. Cas des écoulements a variation relative de
volume non négligeable tels que

Uy
8=—(1—@—%> et |e¢l < 1.

La condition |@| <1 n’est plus réalisée, il faut examiner
quelle est la limite d’utilisation du découpage des
équations, quand ce découpage est encore considéré
comme une propriété. Les critéres portent toujours sur
I’écart maximal de température ou le nombre de Mach.

Considérons 1’équation exacte issue d’un bilan inté-
gral volumique de la grandeur p¥ (1), réduite sur un
¢lément de volume, ou p est écrit 1/%, et multipliée
par %,.

0 %r . i 4 %r %r _ "
&(l‘"@> +d1v<(‘PU—J)@> — A p =0 1)

L’équation (1”) est retranchée de I’équation (4)

a(7(-e-%))

soit:
%(‘Pe) + div((‘Pl}— .7)8) — e

:@(Wdivﬁ—i-g&d@)

Tableau 1
Valeurs des paramétres O, ¢, Ap/p,, A% /%:, en fonction de la
variation maximale de température AT

AT/Ty e (] Ap/p, AU | U
-0,5 0,30685 —0,693 1,000 -0,5
—0,176 0,02001 —0,194 0,214 —0,176
—0,134 0,01086 —0,144 0,155 —0,134
—0,02 0,00021 —0,020 0,020 —0,02
—0,01 0,00005 —0,010 0,010 —0,01
0,01 0,00005 0,010 —0,010 0,01
0,02 0,00019 0,020 —0,020 0,02
0,156 0,01002 0,145 —0,135 0,156
0,23 0,02002 0,207 —0,187 0,23
0,6 0,09500 0,470 —0,375 0,6

1 0,19315 0,693 —0,500 1

Tableau 2
Valeurs des paramétres O, &, Ap/p,, A% /%., en fonction du
nombre de Mach de I’écoulement

M, £ (] Ap/p, AU U,
0,142 0,00005 0,010 —0,010 0,010
0,2 0,00020 0,020 —0,020 0,020
0,547 0,01006 0,145 —-0,135 0,156
0,66 0,02036 0,209 —0,188 0,232
0,8 0,04111 0,301 —0,260 0,351
0,9 0,06240 0,375 -0,313 0,456
1 0,08974 0,456 —0,366 0,577
1,1 0,12350 0,542 —0,418 0,719
1,263 0,19270 0,692 —0,500 0,998

Le paramétre ¢ permet de quantifier plus précisément
la part de la variation de volume qui n’agit que pour
les changements directs des grandeurs physiques. En
d’autres termes et en utilisant I’écriture conventionnelle
avec la masse volumique, on peut considérer la distri-
bution suivante:

p = p:+(Ap)+(Ap),+(Ap)s.

Quand © < 0,01, (Ap), + (Ap); =0, la contribution de
(Ap), dans le bilan est telle qu’il ne se différencie pas
d’un bilan de fluide incompressible. Quand @ > 0,01
mais ¢ < 0,01, (Ap), n’agit que sur les changements
directs des grandeurs physiques et peut étre quantifié
en utilisant ¢, alors (Ap); représente la part de la masse
volumique responsable des effets de dilatation, effets
isolés au second membre de I’équations (4).

Par addition de I’équation (3) a la derniére équation
en ¢, il vient:

D+ av((wd-7)a -0) ~ -0

- —@)(‘Pdiv O—J-gfad@)

lmtheta |
-delta rho
w« delta U

Fig. 1. Valeurs des paramétres @, ¢, A = A% /%,, en fonction
de la variation maximale de température AT.
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Ici div U peut étre non négligeable mais son ordre de
grandeur reste petit, il n’y a donc pas de fortes vari-
ations de ¢ du type discontinuité le long d’une ligne de
courant, ¢ étant li¢ au champ des vitesses par:

d AU . - Ap .. -
as = Wdlv U= ——rdIV U ou
- A -
3+ divle0) = (s - —p)div U
at Pr

En conséquence ¢ est négligé devant I'unité alors que
O n’est pas négligeable devant 'unite, il en résulte que:

%‘P+div(?fﬁ—f)—&/:Y’divl}—fgr%d@
:(1—@)(Wdiv0—j.gr3d@)=0

Cette relation permet de proposer comme critére d’ap-
plication des propriétés de découpage des équations,
que ¢ doit étre négligeable devant 'unité.

Appliquant a ¢ le critére numérique précédemment
utilise (soit |¢| < 0,01), cette derniére relation argu-
mente en faveur de I'utilisation du découpage des
équations, proposé en tant que propriété physique
pour (Tableaux et Figs. 1 and 2). Alors

0,01 < —% <0,135 et 3K<AT

Pr

< 47K (Tp~300K )ou0.142 < M, < 0,547,

ou

0,01 < & <0,155 et —40K < AT < -3K

Pr

(Tp ~300 K).

Quand le raisonnement peut étre développé localement
a l'intérieur de zones locales d’influence (par exemple

0 0,5

zone de paroi ou zone de I’écoulement extérieur) les
critéres deviennent:

0,02 < —% < 0,187

T

et 3K < AT < 69K (Ty)~300K)
ou0.142 < M, < 0,547,

ou

0,02<%<O,213 et —53K<AT <-6K

T

(To~300 K).

Ici la séparation de 1’équation de bilan en deux
équations distinctes apparait comme une propriété de
la physique de I’écoulement.

— Les effets locaux mécaniques de la variation de
volume n’influent pas notablement sur les grandeurs
physiques transportées, par contre, ils agissent sur
le transport.

— Les effets locaux mécaniques de la variation de
volume sont reliés par une équation explicite.

3.1.3. Modele

En théorie I’hypothese formulée nous autorise a
appliquer les propriétés de découpage des équations de
bilan pour des valeurs de |@| <In2. La valeur de n
doit étre aussi grande qu’il est nécessaire mais doit
rester finie, aussi la validité des conclusions n’est pas
certaine pour des valeurs de @ telles que 4o (ou %
soit proche de 1. En effet si LY (ou %;»1 ce qili
correspond a %—> —0,5) par valeurs inférieures, alors
n—o0. Par suite, il est proposé de présenter le décou-
page des équations de bilan comme un modéle d’ana-
lyse de la physique des mécanismes en jeu, la borne

d’utilisation sera ainsi lice a la possibilité d’écrire le

| & epsilon

|m théta
A delta

1 1.5

Fig. 2. Valeurs des paramétres @, ¢, A = A% /%, en fonction du nombre de Mach de I’écoulement.
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développement en série, soit |@] < 1n 2 et

0,135 < _4p < 0,5

Pr

et 47K < AT < 300K (Ty~300K)
ou 0,547 < M, < 1,26,

ou

0,155<£ <1l et —150K < AT <—-40K

Pr

(T) =300 K).

Au-dela, et dans I’état actuel de ce travail, il ne sera
pas proposé de découpage pour les équations de bilan.

3.1.4. Valeurs numeériques pour les critéres proposés

Les valeurs numériques sont calculées en utilisant
des relations simplifiées: Gaz parfait a coefficient de
dilatation des gaz constant ou gaz parfait isentropique
non visqueux.

4. Interpretation physique. Classes d’ecoulements

L’équation (1) est réécrite en utilisant j = pj:

EJ p‘I’dV:J psz/dv—l—[ pJ - 7i ds

dr Jy 14 Js

ou p.; est la source surfacique de création ou destruc-

tion de p¥ a la frontiére S, p.o/ la source volumique.
Si |®| < 1n2, il est proposé d’écrire le bilan intégral

volumique a partir du bilan local massique primaire

(62):

j (3W+div(m7)) dv:J ,Qfdv+J J-iids,
y\ot v s

soit:

EJ ‘I’dv:J %dv—l—J J-ii ds.
dr Jy v s

Cette équation comparée a I’équation (1) montre que
dans ce cas, les variations de masse volumique sont
telles que les opérateurs mathématiques ¥ sont insensi-
bles; tout se passe comme si celle-ci était constante, de
ce fait la masse volumique n’est plus une variable
explicite de I’équation primaire. Par contre le champ
de vitesse doit, par I'intermédiaire de sa divergence,
obéir a I’équation complémentaire de bilan

PdivU—J-grad ® =0

ou apparait le paramétre @ qui donne une écriture

Tableau 3

Criteres de classification des écoulements en fonction des possibilités de découpage des équations de bilan (Propriété: il s’agit d’une propriété de 1’écoulement; modéle: le décou-

page est proposé a titre de modéle)

AT/ Ty

Découpage

M, < 0,142

|AT/Ty| < 0,01

Quasi incompressible, ‘Boussinesq’ |@] < 0,01

0,142 < M, < 0,547
0,547 < M, < 1,26

0,01 < AT/Ty < 0,156 ou 0,01 < —AT/Ty < 0,134
0,156 < AT/Ty < 10u 0,134 < —AT/T) < 0,5

AT/Ty > 1 ou AT/Ty < —0.5

Propriété
Modéle

Non

Compressible subsonique/dilatable 1 subsonique 0,01 < |@| < 0,145

Compressible 1/dilatable 2 subsonique 0,145 < |@] < In 2

Compressible 2 In 2 < |0

1,26 < M,

4319
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complémentaire a div U pour le taux de variation de
volume. En effet il est remarquable que (6b) s’écrit
aussi:

tp%@+ (YU —7J) grad @ = 0.
En résumé si |0 < In 2, J apparait comme la source
surfacique de création ou destruction de la grandeur
physique ¥, ./ étant la source volumique, pour un
bilan primaire sur un volume variable, dont les correc-
tions de variabilité sont isolées par un bilan secondaire
du parameétre de variation volumique ©.

si |@] > In 2, les bilans primaires et secondaires ne
sont plus séparables, mais une méme distribution des
roles de chacun des groupes de termes au sein de
I’équation complete reste trés probable en ce qui con-
cerne les effets dominants, p n’est plus une variable du
systeme, elle est remplacée par ©.

Les conditions d’application permettent de donner
une classification des écoulements des gaz sous la
forme de tableau (Tableaux 3 and 4).

5. Consequences

Les considérations qui suivent sont développées dans
le cas ou les équations de bilan peuvent étre séparées
en deux sous équations.

5.1. Application a I'équation de Navier—Stokes

L’équation est écrite en référence a un champ adia-
batique au repos dont les grandeurs caractéristiques
sont notées avec I’indice 0.

En utilisant les notations conventionnelles, ® produit
tensoriel, v viscosité cinématique, D tenseur des taux
de déformation, les grandeurs sont écrites en référence
aux valeurs de I’état adiabatique au repos, P — Py et
AU —Uy. Les équations sont écrites par unité de masse
pour I’état considéré et ’état de référence,

Tableau 4

9~ . A -
U+ 0 grad U+ W/grad(P-l— T‘“div U)
- %cﬂv(zub) — 8 =0grad (Py) — g =0.

L’équation en référence a un champ adiabatique au
repos s’obtient par différence de ces deux équations, les
termes de flottabilité n’apparaissent donc pas explicite-
ment dans cette représentation.

On déduit alors:

9 - o- - - -
EU—{— diV(U® U) + U grad P — % ygrad Py
> (2 . =\3 =
+ div gvdlvU 1—-2vD
. 2 2\= =\ - -
—UdivU— nglVU 1 —2vD )grad © =0,
soit:
0~ =-(- = =
aU—f—dlv(U@ U—ZVD)
> v -
+ grad OZ/P—%OPO—i—?dlvU
— WUy Pygrad(@ — @) — Udiv U
) 2y . =\= - > >
— %P—%OPO—F?le U)Jl—-2vD ) -grad ® =0.

Alors T’hypothése des gaz parfaits conduit a une
écriture ou la pression n’est plus présente explicite-
ment et I'utilisation de la propriété des équations de
bilan avec:

= > 2 S\ = -
Y=U, J:—(V(T—To)+?vdiVU)l+2VD et

o = rTograd (O — Oy).

Correspondance entre classes d’écoulement et formes utilisables des équations de bilan

Découpage

Incompressible/quasi incompressible/‘boussinesq’ |@| < 0,01

294+ U grad ¥ —divJ — o/ =0
Y div U0
et J-grad @™ ~0

Compressible subsonique/dilatable 1 subsonique 0,01 < [@], @] < 0,145 & (¥) +div(PU—~J)— o/ =0 et ¥ divU—J - grad @ = 0

Compressible 1/dilatable 2 subsonique

Compressible 2 In2 < |0O|

0,145 < 0], 10| <In2 (V) +div(PU~J)— o/ =0et ¥ divU—J-grad © =0

ar
(V) +div(PU—-J)— o/ —PdivU+J-grad © =0
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Par application du bilan réduit (6a), il vient:

I A 2v . =\= =

aU—‘f—le UQ U+ \ (T — T())+?leU 1—-2vD
— rTograd (@ — @) = 0

et la condition (6b) donne:

L b = -
Udiv U + ((r(T— To) + ?vdiv U)l - 2VD>
-grad @ = 0. (8)

L’écriture de I’équation en référence a I’état adiaba-
tique au repos est incontournable pour assurer la
compatibilit¢ des équations avec cet état de reéfér-
ence. On note que I’¢équation (7) ne présente aucune
difficulté supplémentaire relativement a I'ordre des
corrélations, par rapport a I’écriture pour un écoule-
ment incompressible et que I’équation (8) s’écrit
aussi

- - o 2 2\ = -
2o+ <U® U+ <1'(T— To) + Zdiv U)l —sz)
at 3 /
®"
xgrzld@ =0.

L’équation (8) implique que si div U est négligé,
alors grad @ doit étre négligé aussi. Dans ce cas
I’équation (7) devient identique a celle écrite suivant
les hypothéses simplificatrices de Boussinesq. Notre
formulation est donc plus générale que celle de
Boussinesq, en particulier elle tient compte de la
divergence de la vitesse que 'on sait non nulle dés
que I’écoulement est non horizontal.

L’équation (8') indique aussi que si I'écoulement est
stationnaire, le terme (U® U+ (T — To)+ Zdiv 01—
2vD) - grad@ est nul, ce qui correspond au cas des
écoulements uniformes laminaires horizontaux strati-
fiés.

5.2. Application au bilan d’énergie totale

Le premier principe de la thermodynamique con-
duit au bilan suivant:

d U2> (=
T (cVT+ )~ U dlv(Z

_g U R a =0
avec pour le champ adiabatique:

+k grad T)

g = %ogr_a}d Po = gr_éld(l'To) — VTOgITé.d @0

En utilisant les notations conventionnelles, y = ¢p/cy
le rapport des chaleurs massiques, o« =k/pc, la dif-
fusivité thermique et %, le rayonnement massique,

¥~ le tenseur des contraintes. De méme qu’il fut
nécessaire d’écrire 1’équation de Navier—Stokes en
référence a la situation statique, nous écrivons ici
I’équation d’énergie en référence a la situation adia-
batique.

d U? (= - - -
dt(c T+ 7) —%le(Z- U+ k grad T — kograd TO)

+rToU- grad @y — U - grad (rTy) — 2, = 0.

En effet, pour I’état adiabatique, 1’accélération de la
pesanteur est_substituée en fonction des grandeurs
d’état et kograd Ty, (=constante) peut étre introduit
sous la divergence.

Alors les développements explicités précédemment
donnent

iers ) wanl (o 5)0)
BZ<CVT+ 7) +d1v<<ch+ EN U

- 2 2\ -
+ rTodiv U + div((rT— rTy + gv div U) U

= - - ko
—2vD-U— acP<grad T— ?grad dT0>)

+rToU- grad (O — 0y) — 2,

Uuzy, - 20 S\ -
— CVT+7 div U — rT—rT0—|—§vdlvU U

= . - ko - -
—2vD-U— occl><grad T—- Eograd To>>grad@ =0

soit en appliquant les résultats précédents avec:

U2
V=c,T4+—,

2
. -\~ = -
J= (1T~ T0)+ 3 divU)U+2vD-U

- ko
— acp (grad T - 2 grad T())Ct

oA =rTydiv U+ rToU - grad (@ — @y) — A,

le bilan réduit (6a) donne:
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3 U2>
E(CVT—’— 7

vz 2 - -
+div<<cPT—rTO + — 4+ zvdiv U) U

2 3
©)
- = - k(] -
—2vD - U —ocp| grad T — ?grad To
+1Todiv U+ rToU - grad (@ — @) — R, = 0
et la condition (6b) s’écrit:
2 -
(ch—i— U—)div U
2
2 . - - - -
+ rT—rTo—i—gvdlvU -U-2vD-U (10)

. ko .
— occP<grad T— ?Ograd T0>)grad O=0

5.3. Application au bilan d’énergie cinétique
Le bilan d’énergie cinétique s’obtient par le produit

scalaire des équations (7) and (8) avec le vecteur U:

9 UZ UZ o - o - -
TN +div<7U— 2vD - U) + 2vD:grad U

2 . 2 _\ -
+ Y Giv U+div<<rT— rTo + 2 div U) U)
2 3
an
v =\, =~
— rT—rTo—l—?dlvU div U
—rToU - grad (6 — @) = 0

et

+U div U+U ((IT—IT +—vd\/ U)l
0 3 1
2VL)gladC U'

5.4. Déduction de ['énergie interne

En soustrayant 1’équations (11) de 1’¢quation (9),
puis (12) de (10), viennent:

3
(e T
PTAGRE

+ div((ch(_j— ac‘p(gr%d T- @gr;ld To))
g (3

vz 2 -\ - = - -
+\rT— - + 3V div U )div U — 2vD:gradU

~%,=0

U\ . - nd T— Mg
oy T — — div U — acp| grad T — ?grad Ty
(14)

x grad © = 0.

Il est remarquable ici que si I’analyse initiale ait porté
sur un bilan d’énergie interne et non d’énergie totale
une autre séparation des grandeurs physiques aurait
été deéduite, sensiblement différente, dans le cas général,
de celle qui vient d’étre écrite. Sur le plan de la phys-
ique la démarche proposée ne peut étre opérée que sur
un bilan global de forces, d’énergie ou de masse, et
non sur un bilan partiel. L’écriture des bilans en référ-
ence a un champ adiabatique de gaz pur au repos est
indispensable pour assurer la cohérence de la sépar-
ation du bilan en deux équations distinctes avec les
conditions limites d’un champ adiabatique au repos.

Il existe un terme de corrélation d’ordre 3 dans
Iéquation d’énergie qui ajoute a la complexité de
I’équation. Cette difficulté est évitée dans le cas d’appli-
cations de ’analyse aux écoulements subsoniques tels
que M,<1:

e Dans le cas des écoulements en convection naturelle
ou en convection mixte, U?%/2 est négligeable devant
rT (et a fortiori devant ¢, T).

e Dans le cas des écoulements en convection forcée, le
nombre de Mach M? sera introduit en postulant
I’écoulement isentropique de gaz parfaits. Alors,

2 . -
((rT— %)div U= (1 - %Mf)eriv U.

Cette écriture permet de développer les analyses en
fonction du nombre de Mach et montre que %zdiv U
peut étre négligé pour les écoulements tels que
M, < 1, un ordre de grandeur utilisant les mémes cri-
téres numériques que précédemment peut étre donneé:
O <1 et M, <0,12. Alors en restriction aux écoule-
ments subsoniques a faible nombre de Mach,
I’équation (13) devient:

%(Cvn+div<(chﬁ+ Q) ~3D-2,=0 (13%)

avec Q:—ac'p(gr?:ld T-— %grzld To),
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S =@vD—(rT+ Zvdiv 1), 1 le tenseur unité. Cette
écriture est générique quelle que soit la grandeur dont
on écrit le bilan, le volume massique, la pression et le
paramétre de dilatation n’apparaissent pas dans la
formulation de I’équation réduite.

De méme, la condition de changement de volume
exprimée par 1’équation (14) devient

- - ko - -
ey T div U — occP<grad T— ?Ograd Tg>grad 0 =0.
(147)

Ainsi les analyses globales développées pour le bilan
d’énergie totale ou pour le bilan d’énergie interne
aboutissent a la méme formulation.

5.5. Application a 'équation d’évolution d’une espéce
dans un mélange binaire passif

L’équation de bilan de masse pour le constituant de
concentration massique C s’écrit:

‘in —u div(D grad C) =0,

ou D représente le coefficient de diffusivité de ce méme
constituant.

En appliquant la démarche présente et en posant
2 =UD, il vient:

aC (- -
50 —I—dlv(CU—@grad C) =0 (15)
et

CdivU— 2 grad C- grad © = 0. (16)

6. Conclusion

Le nouveau systéme d’équation proposé par la pré-
sente démarche, appliqué aux écoulements subsoniques
a taux de variation de volume et a nombre de Mach
tels que —05 < Ap/p, <1, permet de simplifier les
équations des gaz compressibles au niveau de I'ordre
des corr¢lations du type YU. Chaque bilan, de masse,
de forces et d’énergie, est écrit par unité de masse du
fluide. La continuité s’énonce alors sous une formu-
lation introduisant un nouveau paramétre © = ln% =
—lnpﬁr appelé ici paramétre de variation volumique
(p, = constantex p;). Les propriétés moléculaires sont
des propriétés cinématiques,viscosité ou diffusivité
moléculaires. La pression n’apparait plus comme une
variable du systeme ce qui permet de contourner une
difficulté majeure pour la modélisation, la modélisation

des termes de pression. Toutes les grandeurs sont des

grandeurs usuellement mesurables dans les expérimen-
tations, hormis le paramétre de variation volumique @
qui sera, soit déduit du bilan, soit mesuré, s’il est poss-
ible d’accéder a la mesure de la masse volumique. En
effet la masse volumique instantanée pose un réel pro-
bléme métrologique, cette mesure a été réalisée pour la
concentration [29-31] mais ce n’est pas encore une
mesure couramment usitée. La masse volumique d’un
gaz chauffé est déduite d’une utilisation restrictive de
la loi d’Etat des gaz parfaits, restriction qui réduit la
mesure a son canevas d’observation (dilatation incom-
pressible). On notera aussi que le paramétre @ est isolé
dans un seul terme de I’équation qui peut étre aisément
déduit par la mesure de tous les autres termes du
bilan. Le couplage par la température, des équations
d’accélération (Navier—Stokes) et d’énergie interne
massique, est bien identifié; il est différent de celui ré-
alisé dans le cas d’un mélange de gaz. Les équations
complémentaires issues du découpage doivent permet-
tre de maitriser un terme le plus souvent annulé ou
modélisé grossiérement, qui est le terme de divergence
de la vitesse et pour lequel aucune hypothése n’est for-
mulée. Ce terme est fondamental pour les processus de
recalage de la plupart des calculs numériques des
champs cinématiques.

Dans un premier temps, la restriction aux écoule-
ments subsoniques ou a taux de variation de volume
modéré conduit a la possibilité de séparation des
termes de I’équation en deux équations distinctes; une
équation de bilan réduit et une équation complémen-
taire. Aucun terme de l'une ou lautre de ces deux
équations n’est néglige, la soustraction membre a mem-
bre des équations séparées restitue 1’équation exacte.

Pour |@] <1 ce systéme d’équation est moins restric-
tif que celui obtenu par application des hypotheses de
Boussinesq, il présente une amélioration notable de la
prise en compte de la réalité des mécanismes physiques
des écoulements non horizontaux du type convection
libre ou convection naturelle.

On montre que ce principe de découpage des
équations de bilan peut étre proposé comme propriété
physique de I’écoulement méme si la condition |@] <1
n’est pas réalisée. Pour cela une condition de faisabilité
a été déduite des équations exactes, elle porte sur & =
—(1 = O© —%/%,)) et donne une justification du décou-
page pour les écoulements subsoniques (jusqu'a M, <
0,547 ou —0,135 < Ap/p, < 0,156).

L’analyse proposée est ensuite étendue a des écoule-
ments tels que |@] < 1 et pour lesquels la vitesse peut
étre supersonique avec un nombre de Mach modéreé.
La condition de séparation des équations de bilan en
équation réduite et équation complémentaire est lice a
une hypothese formulée sur le plan mathématique or
la continuit¢ dans I’évolution des phénomeénes physi-
ques ne permet pas d’affirmer que cette hypothese soit
strictement réalisable a I'approche de |®| < 1. Aussi
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est-il question ici de proposer la séparation des
équations, au titre d’une modélisation des écoulements
pour leur analyse, et non en tant que propriété physi-
que de ces écoulements. Pour ce modéle, les conditions
s’écrivent: M, < 1,26 ou —0,5 < Ap/p, < —0,135 et
0,156 < Ap/py < 1.

Au dela, pour |@]|>1, la séparation des équations
n’est plus réaliste, mais I’écriture proposée pour les
bilans conserve les propriétés d’interprétation physique
de chaque terme relativement a la variation de volume:
Les effets de variation de masse volumique sur les
mécanismes physiques sont isolés de ceux appliqués
aux grandeurs physiques dont on écrit le bilan, et la
pression n’est plus une variable explicite du systéme.

Ces considérations sont résumées en une proposition
de classification des écoulements relativement aux pro-
priétés séparatives des équations de bilan sous forme
de tableau (Tableau 5).
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